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Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

Introduccion

1 Algebra y geometria de complejos [ La proyeccion estereogrdfica
[ Forma polar. Potencias y raices [ Topologia, sucesiones y series

' Lugares geométricos en C

1.1 Algebray geometria de las operaciones de niimeros complejos

1.1.1 El conjunto de los nimeros complejos

Definicion 1.1 (El conjunto de los niimeros complejos)

El conjunto de los nimeros complejos, denotado por C, consiste en todos los niimeros de la forma a + ib,
donde a,b € R

C={z=a+ib|a,beR} Iy

Es importante destacar que existe una correspondencia biunivoca del conjunto de nimeros complejos C
con los puntos del plano R? mediante la asociacién
a+ib — (a,b)
Por ende se pueden identificar los nlimeros complejos con los puntos del plano. La parte real del nimero

complejo a + ib es el nimero real a, y la parte imagindria es el nimero real b. De esta manera, al eje X se le

llamard eje real y al eje Y se le llamard eje imaginario. Si z € C, z = a + b se escribird

‘Re z=a‘ e ‘Im z=b‘

Ejemplo 1.1| Parte real y parte imaginaria de un niimero complejo ‘

z2=243i = Re(z) =2, Im(z) =3
z=-3+1 = Re(z) =-3, Im(z) =1
z=—2-2i = Re(z)=-2, Im(z) = -2

Im(z)¢:

= 2+3i



1.1 Algebray geometria de las operaciones de nimeros complejos

Mas adelante probaremos que dos nimeros complejos son iguales si y s6lo si tienen la misma

parte real y la misma parte imaginaria.

1.1.2 Las operaciones de los nimeros complejos

La adicién y la multiplicacién dan siempre resultados pertenecientes al sistema de los niimeros comple-
jos. De hecho, suponiendo que las reglas aritméticas ordinarias son de aplicacién a los nimeros complejos,
obtenemos

o (a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)
o (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + i(ad + be)

En la segunda identidad hemos hecho uso de la relacién i = —1.

Ejemplo 1.2 ‘ Suma y multiplicacién de nimeros complejos ‘

Sizg =24 31y 22 =5 — 2i entonces
21+20=243))+(5—-2)) =(24+5)+3—-2)i=T7+1
z1-22=24+31)-(5—20)=(2-5-3-(=2))+(2-(—-2)+3-5)i =15+ 117
Es menos obvio el hecho de que la sea también posible.

b
Ejemplo 1.3 Queremos probar que ai_ " s un ndmero complejo, siempre y cuando ¢ + id # 0.
c

b
Si se denota - + Z = x + 1y se tendrd
+id

(a+1ib) = (c+1id) - (z +1iy)
de acuerdo a las operaciones
a+ib = (cx — dy) + i(dz + cy)

y obtenemos las dos ecuaciones

a=cx—dy
b=dx +cy
Este sistema de ecuaciones lineales posee la solucién Unica

ac + bd

xr= ——-

A+ d?

_bc—ad

VT ar e

ya que, como sabemos, ¢? 4+ d? no es nulo. Tenemos asf el resultado
a+ib ac+bd . bc—ad
ctid E+d &
Una vez que ha sido probada la existencia del cociente, su valor puede hallarse de forma més sencilla. Si se

multiplican numerador y denominador por ¢ — id, se obtiene inmediatamente
a+ib  (a+ib)-(c—id) (acH+ bd)+i(bc — ad)
c+id  (c+id) - (c—id) e+ d?




1.1 Algebra y geometria de las operaciones de niimeros complejos

1.1.3 Geometria de las operaciones de los niimeros complejos

Geométricamente la suma de nimeros complejos se puede ver

o (ato)t(btd)i

El significado geométrico de la multiplicacién compleja no es tan obvio. Al multiplicar un complejo a + bi por
un nimero real ¢ se obtiene ac + bci, y esto corresponde a multiplicar el vector (a, b) por el escalar c. Por otro
lado, al multiplicar a 4 bi por i se obtiene —b + ai, que corresponde a rotar el vector (a, b) 90 grados, asi que
multiplicar a + bi por ci corresponde a rotar (a, b) 90 grados y multiplicarlo por el escalar c.

. -b+ai
o acthci °
a+bi a+bi
\ i o
Multiplicacién por un real Multiplicacion por i

Entonces multiplicar dos nimeros complejos 21, 22, geométricamente es una rotacién seguida de una homotecia.

A

N

R

Y]

Es claro también que tanto la suma como la multiplicacién de complejos cumplen las propiedades de cerradura,
conmutatividad y asociatividad.

Proposicion 1.1 (Propiedades de las operaciones)

Propiedades de la suma de niimeros complejos
o Sizi = a1 +1ibyy2z9 = asg + iby en C, tenemos entonces z1 + zo € C

o Sizi = a1 +1ibyyz9 = ag + iby en C, tenemos entonces z1 + zo = zo + 21



1.2 EI campo de los nimeros complejos

o Sizy =ay+1iby, 23 = as +iba y z3 = ag + ibsg en C, tenemos entonces

[21 + 22] + 23 = 21 + [22 + 23]

'
Demostracion  Ejercicio
[ |
Proposicion 1.2 (Propiedades de la multiplicacion)
Propiedades de la multiplicacion de niimeros complejos

o Sizy =ay+1ib1y2zs = as+ iby en C, tenemos entonces z1 - zo € C

o Sizy =ay+1b1yze = as+iby en C, tenemos entonces z1 - zo = z2 - 21

o Siz1 =ay +iby, 29 = as +1iba y z3 = ag + ibs en C, tenemos entonces

[21-22]-23:2:1-[2:2~Z3] ‘

Demostracion  Ejercicio
|
1.2 El campo de los nimeros complejos

El campo de los nimeros complejos C es el resultado de unirse al campo de los niimeros reales. R una unidad

imaginaria i = /—1 tal que i2 = —1.

Teorema 1.1 (El campo de los niimeros complejos)

Existe un campo C con la siguiente propiedad: El campo R de niimeros reales es un subcampo de C, es
decir, R es un subconjunto de C, y la suma y la multiplicacion en R son las restricciones a R de la suma

y multiplicacion en C. O

Demostracion
o Asociatividad y conmutatividad tanto para la suma como para la multiplicacién en C (ya se probaron)
o Neutro Aditivo en C. Existe un elemento (tinico) 0 € C con la propiedad z + 0 =z, V z € C.
Para esto se tiene que
(a1 4 b1) + (z +iy) = (a1 +iby)

por lo tanto, x, y € R deben ser el neutro aditivo del campo de los nimeros reales, y x = y = 0. Por lo

tanto, el neutro aditivo del campo de los niimeros complejos C es |(0 + 07) |entonces de la definicion de

igualdad de nimeros complejos, se tiene
ap+zxz=0y bi+y=0
o Inverso Aditivo en C. Para (a; + ib1) € C arbitrario, se tiene que existe (z + iy) € C tal que
(a1 4 b1) + (x +1iy) = (a1 + iby)
Para esto se tiene que

(a1 +b1) + (z +iy) = (0 +40)

por lo tanto, z, y € R deben ser el inversos aditivo del campo de los nimeros reales, y * = —ay, y = —by.

Por lo tanto, el inverso aditivo del campo de los nimeros complejos de a; + by es | (—ay — byi)




1.2 El campo de los ntimeros complejos

o Neutro Multiplicativo en C. Para (a; + ib;) € C arbitrario, se tiene que existe (z + iy) € C tal que
(a1 +b1) - (x +iy) = (a1 + iby)
En este caso. Para (a; + iby) € C arbitrario, se tiene que
(a1 +b1)(z +iy) = (a12 — bry) + i(ary + xb1)
entonces de la definicion de igualdad de nimeros complejos, se tiene que
ar—biy=a y ay+zb =b
por lo tanto, resolviendo el sistema de ecuaciones en las variables x, 7 € R, se tiene
z=1 9y y=0
por lo tanto el neutro multiplicativo del campo del campo de los nimeros complejos C es |(1 + 0i)
o Inverso Multiplicativo en C. Para (a; + ib1) € C arbitrario, existe (x + iy) € C tal que
(a1 +b1) - (x +iy) = (1 +40)
Para hallar el inverso multiplicativo de a + ¢b se procede
(a+ib)(z+iy) =1 = (ax —by) + (ay + bx)i =1
ar —by=1 (1)
ay+br=0 (2)
Multiplicando (1) por a'y (2) por b y sumando
a’r —aby = a

aby + b*x =0

Multiplicando (1) porby (2) poray
axb — b’y =b
a’y + bax =0

a b
—1
a2+ a?+b?

o Propiedad distributiva en C. Considere, por una lado

por lo tanto el inverso multiplicativo de a + b es

[(a1 +ib1) + (a2 + ibs)](ag + ib3) = [(a1 + a2) + i(by + be)](as + ibs)
= [(a1 4+ a2)az — (b1 + b2)bs] + i[(a1 + a2)bs + (b1 + b2)as]
= (a1a3 + agas — bibz — babs) + i(a1bs + azbs + bras + baas)
y por el otro lado
(a1 +ib1)(as + ib3) + (az + iba)(az + ibz) = (a1az — b1bz) + i(a1bs + biag) + (azaz — babz) + i(agbs + beas)
= (a1a3 — bibz + azaz — babs) + i[a1bz + biag + azbs + baas]



Capitulo 1 Problemas para pensar

Es fécil verificar que los dos resultados coinciden, por lo tanto
[(a1 +ib1) + (a2 +ib2)](ag + ib3) = (a1 + ib1)(az + ib3) + (a2 + ibz)(az + ibs)
De manera semejante, considere por un lado
(a1 4 ib1)[(a2 + ib2) + (a3 + ib3)] = (a1 + ib1)[(az + a3) + i(bz2 + b3)]

= la1(az + agz) — b1 (bz + b3)] + i[a1 (b2 + b3) + b1(az + a3)]
= (araz + arasz — biba — b1bs) + i(a1b2 + a1bs + brag + bras)

y por el otro

(a1 +ib1) (a2 + ib2) + (a1 + ib1)(ag + ibs) = [(a1a2 — b1b2) + i(a1by + biaz)] + [(a1az — b1b3) + i(a1bs + biag,

= (ajag — biby + ajaz — bibs) + i(a1be + brag + aibs + bias)
Es facil verificar que los dos resultados coinciden, por lo tanto

(a1 + ibl)[(az + ibQ) + ((13 + ibg)] = (a1 + ibl)(ag + ibQ) + (a1 + ibl)(ag + ibg)

[

Proposiciéon 1.3 (Igualdad de nimeros complejos)
Dados x,y,u,v € R, si x + iy = u + v, entonces x = u, y = v o

. . . T—U r—u .
Demostracion  Siy # v, entonces v — y # 0, por lo que : = ——. Dado que es un numero real,
v—y —
2

<ﬁ:Z) > 0, sin embargo, i2 = —1, lo que nos lleva a una contradiccién. Por tanto y = v. De aqui que

1y = 1, por lo cual z 4 7y = u + 7v. Usando las leyes de cancelacién para la suma, obtenemos que x = u M
= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Pruebe las propiedades de cerradura, asociativa y conmutativa de la suma y la multiplicacién de nimeros
complejos

2. Use tinicamente los axiomas de campo. Para dar una demostracién formal de la siguiente igualdad
1 11
Si z1,20 € C\ {0} entonces — = ——
Z1%29 z1 22

3. Use tinicamente los axiomas de campo. Para dar una demostracién formal de la siguiente igualdad

1 z1 t+ 29

1
Si z1,z9 € C\ {0} entonces — 4+ — =
21 22 2122
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