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Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

LUGARES GEOMETRICOS, EN EL PLANO COMPLEJO

Hemos visto que a cada niimero complejo z le corresponde un punto especifico en el plano R?. De manera
andloga, las ecuaciones y desigualdades con una variable z pueden representarse por medio de curvas y dreas

en el plano z.

1.1 Rectas en el Plano Complejo

La ecuacién de una recta en el plano R? es
Ax+By+C=0

Siz=ux+1yyz=x — iy entonces

z+z z2—7Z
xr = =
2 VYT
por lo que
z+z z2—Z 1 .
Aa:+By+C:0:>A(>+B< . )—l—c:O (,:—z)
2 2 ]
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Seaa = hall € C— {0} y C € R entonces la ecuacién de la recta es

az+az+C=0

Ejemplo 1.1 Hallar la expresién compleja de la ecuacidn de la recta 22 + 3y = 4

En este caso

2+ 3
2

A=2 B=3a=

por lo tanto la expresiéon compleja de la recta 2o + 3y = 4 es

3 3

1.2 Circunferencia en el Plano Complejo

La ecuacién de una circunferencia con centro (a,b) y de radio r es

(z—a)® + (y —b)* =1



1.2 Circunferencia en el Plano Complejo

= 22+ P —2ax -2y +a*+02 -2 =0

Haciendo, D = —2a, E = —2b, F = a2 + b2 — r2, se tiene que la ecuacién general de una circunferencia en
el plano cartesiano es

2+ +De+Ey+F=0

Teniendo en cuenta que

x_z-;z’ yzzg_iz» 2|* = 2z =2 +¢°
se tiene B B
:c2+y2+D:z+Ey+F:O:>|z|2+D<Z;Z>+E<Z;Z>+F:O
7
B
2Z 22 2z 22 2z =
Bi D
-, D Do B p
:>zz+22 2z+22+ 5 + 0
= 2Z+ D _Ei + D+Ei zZ+F =0
2Z — - — —+—z =
2 2 2 2
D—F D+ Ei
= 27+ ! zZ+ Rl zZ+F=0
2 2
D+ FEi
Tomando o« = + € C se tiene la ecuacion

ZZ+az+az+F =0

Ejemplo 1.2 Hallar la expresién compleja de la ecuacién de la circunferencia (z + 2)? + (y + 3)2 = 4
Enestecasoa =2 = D= -2a=-4b=3 = E=-20=—-6F=a’+b>—r> = F=9porlo
tanto la expresién compleja es

—4 — 61 —4 — 61
zz+( 2 Z>z+( 5 Z)z+9:0

La ecuacién de la circunferencia también se puede escribir en forma compleja, utilizando el médulo. Si C

es una circunferencia con centro en zg y radio r,

entonces la ecuacion de la circunferencia es

|z — 20| =7
pero elevando al cuadrado tenemos
2
|z — %=1 = (\/(z —20)(z — zo)> =r?

= (z—20)(z —20) = r?

= ]2\2 — %07 — 20Z + \zo|2



1.3 Elipse en el Plano Complejo

Notemos que los coeficientes de z y Z son conjugados entre si. Es natural considerar entonces una ecuacion de
segundo grado del tipo
A@@®+y*)+ Bz +Cy+D =0, AB,C,DeR

y aplicarle un procedimiento ya descrito para obtener una ecuacion del tipo
_ 1 )
AzP+E:+Ez+D=0 E= 5 (B+iC)
Como podemos ver, la ecuacion anterior representa una recta si A = 0 y una circunferencia si A # 0.

Ejemplo 1.3 Encuentre la expresion cartesiana de la ecuacién comlpleja |z — 1| = 4

En este caso si z = x + iy tenemos entonces
lz—1=4 = |[z+iy—1] =4

= |(z—1)+iy|* = 4?

= ((z—1) +iy)((z — 1) +iy) = 16

= ((@—i) +iy)((z 1) —iy) = 16

= (2-1)*+y* =16
Ejemplo 1.4 Escribir la ecuacién 2522 + 16y? = 400 en términos de las coordenadas conjugadas complejas z
yZ
En este caso, como

z=x4+1y Yy z=T—1y

Al sumar se obiene

1
z24+zZ2=2x = xzi(z—i-é)

Al restar se obiene

1
z—Z =2y Y 22,(2 Z)
Por lo que

1 2 1
252% 4 16y* = 400 = 25 (2 (2 +z)> +16 (21 (z — z)) = 400

= 25(z+ %)% — 16(z — )% = 1600
= 2522 + 5027 + 2522 — 1622 + 3227 — 1622 = 1600
= 922 4922 4+ 8227 = 1600

1.3 Elipse en el Plano Complejo

Una elipse se define como el conjunto de todos los puntos z € C tales que la suma de sus distancias a dos

puntos fijos £c, llamados focos, es constante.

G




1.4 Pardbola en el Plano Complejo

Por tanto, la ecuacién de una elipse en el plano complejo es

|z 4+c|+ |z —c| =2a

Ejemplo 1.5 ;Cudl es la ecuacion de la elipse que pasa a través de i y que tiene sus focos en 1 ?

En este caso como z — zg es el vector que va de zg a z, la definicién de la elipse conduce a
lz—1l+]z+ 1] =c¢

donde c es una constante real. Como z = 7 debe satisfacer la ecuacion, se tiene

c=li—1]+i+1=2V2

Asfi, la elipse estd dada por
2 =1+ |z + 1] =2V2

1.4 Parabola en el Plano Complejo

Una pardbola se define como el conjunto de todos los puntos cuya distancia a un punto dado, llamado foco,
es igual a su distancia a una recta fija llamada directriz.
Ejemplo 1.6 Encuentre la ecuacién de la pardbola que tiene i como foco y la recta I'm z = —I como directriz.
Por definicion, obtenemos
|z —il=Imz+1

ya que el punto de la directriz mds cercano a un punto z, es el que se localiza verticalmente abajo de él

1.5 Hipérbola en el Plano Complejo

Una hipérbola estd constituida de todos los puntos z tales que el valor absoluto de la diferencia entre las
distancias de z a dos puntos fijos, llamados focos, es una constante.
Ejemplo 1.7 ;Cudl es la ecuacién de la hipérbola con focos 1, que pasa por el punto 1 4 ¢ ?
Por definicién, tenemos
z=1 =l +1]|=c



Capitulo 1 Problemas para pensar

donde c es una constante. Como el punto z = 1 + 7 satisface la ecuacién, encontramos que ¢ = /5 — 1
Ejemplo 1.8 Encuentre el lugar geométrico de los puntos z € C tales que |22 — 1| = s > 0

En este caso si z = x + 1y, entonces

|2 2

22 —1l=5 = |2 —1%* =5

= | (2% —y? = 1) + 2ayi |* = §*
= @+ —202 420 +1 =457
= (@ +y")? =202 —y") + (s* - 1)

representa la lemniscata de Bernoulli, como se muestra en la figura

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Describa el lugar geométrico que representa la ecuacion Re(z?) =pconp € Ry p >0

2. Describa el lugar geométrico que representa la ecuacién Im(z?) = pconp € Ry p > 0
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