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Indice general

1. Unidad 1. Introduccién

1.1. Algebra y Geometria de los nimeros complejos

1.2. El conjugado de un nimero complejo

1.3. El médulo de un niimero complejo

Capitulo 1 Problemas para pensar

W N = =



Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

1.1 Algebra y Geometria de los niimeros complejos

1.2 El conjugado de un niimero complejo

Definicion 1.1 (Conjugado de un niimero complejo)

Si a 'y b son nitmeros reales, y 7 es el niimero complejo a + ib, entonces al nimero complejo a — ib se le

denomina el conjugado de z, y se denotaz = a — ib

&

Geométricamente, el conjugado z de z se obtiene al reflejar z con respecto del eje real.

b z=a+ht

N =a-h

l. z4+w=2+w

2.z w=zw _
zZ+z
3. Re(z) =
2 _
z—Z
4. Im(z) = 5
i
5. Si z es un niimero complejo distinto de cero, entonces z - Z es un niimero real y positivo
573
6. — = —paraw # 0
w W
7. Z==z

Demostracion Siz = a + tby w = ¢ + id entonces:
l.Z+w=(a—ib)+ (c—id)=(a+c)—i(b+d)=z+w
2. z-w=(a—1b) - (c—1id) = (ac — bd) —i(ad + bc) = Z-w

_ . . 9
5 21Z (a+ib) + (a — ib) :—a:a:Re(z)

2 2 2
z—% _(a+ib)—(a—ib) 2bi
2 2i 2
5. z-Z=(a+ib)(a—ib) = a®+V?
Como a,b € R, entonces a? +v? > 0, y como alguno de ellos es distinto de cero, entonces a2 +b%#0

_z wz  _ ., Z Z
6. Tenemos que 0— = — =Z. Asi — = —
w

w w o w
+ib=a—ib=a+1ib==z

=b=1Im(z)

7.z =

S|

Comentario Un nimero es real si (y s6lo si) es igual a su conjugado.
Ejemplo 1.1

Sean z1, zoC. Probar que el nimero £ = 21 - Z3 + Z1 - 22 €s un ndmero real.
Tenemos que

E=2-2Z3+%21-20=%21"220+21-22=F



1.3 El médulo de un nimero complejo

porloque F € R
Ejemplo 1.2 Como aplicacién, consideremos la ecuacion

coz"+ 2"t ez =0
Si ¢ es una raiz de esta ecuacion, ¢ serd raiz de la ecuacién
G+ T2+, =0
En particular, si los coeficientes son reales, ¢ y ¢ son raices de la misma ecuacién, y obtenemos el conocido

teorema de que las raices no reales de una ecuacién de coeficientes reales aparecen por parejas de raices

conjugadas.

1.3 El médulo de un niimero complejo

De acuerdo con la definicién del producto de nimeros complejos, tenemos que
2.z = (2® + %) +i(ay — ay) = 22+ y?

es siempre positivo o cero.

Definicion 1.2 (Médulo de un niimero complejo)

Si z es un niimero complejo, el médulo de z, que denotaremos |z

, se define como la raiz cuadrada no

negativa de z - Z, esto es,

lz| =Vz-Z

bl . z=a+bh
e
\/a + b : |h|
g
BZE
en forma equivalente, z - Z = |z|%, o bien
z
2. —— =1
2|2

Ejemplo 1.3
Tenemos que

21:4+3i:>|21|:\/42+32:5
2= —3i= || = /02 + (<32 =3
23:2:>|23|:\/2_2:2

Propiedad Para cualesquiera z, w, z1, zo,..., zn € C se tiene
a) |zw| = |z[ - [w]
: z|_ 4
b) Siw # 0, entonces ‘—‘ = —
wl - |wl
c) —|z| S Re(z) <|z| y —lz| <Im(z) <|z|; estoes, |Re(z)| < |z| y [Imz| < |z

d) |z] = ||
e) |z +wl < z] + |w]
Dz —wl = ]]z] = wl |



Capitulo 1 Problemas para pensar

Tenemos que:

a) |zw| = Vaw - zZw = Vaw - Zw = Vzzww = V2ZVww = |z - |w|

Izl

b) |w] ‘i‘ = ‘w-i‘ = |z| por lo que ‘i‘ =
w w w |w]

¢) Siz = a + ib, entonces —va? + b2 < a < va? + b? puesto que b2 > 0. La otra se prueba de manera
andloga

d) Siz = a + ib, entonces Z = a — ib, y claramente tenemos que |z| = Va2 + b2 = /a2 + (—b)% = |7
e) Tenemos que
|2+ w* = (2 + w)(z + w)
=(z+w)(z+w)
=zzZ+ww +wz + zw
Pero 2w es el conjugado wZz. Por tanto |z|2 + |w|? + 2Re(wz) < |2]? + |w|? + 2|wz| = (|z] + |w])?
f) Alaplicar5awy z—w obtenemos que |z| = |w+(z—w)| < |w|+|z—w]| portanto |z—w| > |w|+|z—w|.
Al intercambiar los roles de z y w, obtenemos el resultado
|

Quiza sea conveniente indicar que no existe relacién de orden en el sistema de los nimeros

complejos, y, por tanto, todas las desigualdades deben verificarse entre nimeros reales.

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

I. Pruebe la identidad |21 + 22| + |21 — 22|* = 2 (|21/* + |22/?), vdlida para cualesquiera 21, 23 € C

. 21+ 22 .
2. Pruebe que si |z1| = |22] = 1y 2122 # —1, entonces ? es un numero real.
Z1%2
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