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Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

1.1 Forma polar de un niimero complejo

Un vector distinto de cero se puede describir mediante coordenadas polares (r,6), asi como por las
coordenadas rectangulares (x,y). Este hecho conduce a lo siguiente: Podemos considerar al nimero complejo

z = x + 4y como un vector cuyo punto de origen es (0, 0).

rcos) T
Llamemos r a la distancia desde el origen hasta el punto (z,y) y 6 al dngulo que forma el vector con el semieje
real positivo.

Si z = x + 1y , tenemos la conocida relacion entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas polares:
r=rcos, y=rsend

donde r = |z| es el médulo de z y 6 es el argumento de z.
El dngulo 6 se considera positivo cuando se mide en la direccién contraria a la de las manecillas del reloj y

negativo cuando se mide en la direccién de las manecillas del reloj.

Definicion 1.1 (Forma polar de un nimero complejo)

Cualquier niimero complejo z € Cy z # 0 se puede escribir en la forma siguiente, llamada forma polar

z=ux+1iy = p(cos 6 + isen )
donde p = |z| = \/x? + y? es llamada el médulo de 7 y 0 es llamado el argumento de .

L]

Cabe senalar que |z| = 0 implica que z = 0 e y = 0. Geométricamente, |z| es la distancia del punto z
desde el origen. También,
Re(z) =x < a2+ y? =|z|

Cabe senalar que el médulo de cualquier nimero complejo es un valor tinico en funcién de sus partes real e
imaginaria, mientras que el argumento no lo es, ya que si 6 es un valor del argumento, también lo es 2nm + 6,
donde n = 0,+1, 42, .... El valor de el argumento que se encuentra entre —7 y 7, para ser mas precisos, que

satisface de las siguientes desigualdades:

—r<f0<m, —nw<bO<nmw



1.1 Forma polar de un nimero complejo

se llama el valor principal del argumento. Estos valores se pueden hallar con la ecuacién tan 6 = ‘Q} donde
x
hay que especificar el cuadrante que contiene al punto z. El conjunto de todos esos valores se denota por arg(z).

arg(z) = {9 €R| tan 0 = ‘%‘}

Ejemplo 1.1 Escribir en forma polar el nimero complejo z = 1 + 1.
En este caso

o p=|z| = V12 + 12 = /2 entonces p = /2

1
o tan 6 = 11 = 1Limplicaqued = tan~1(1) = %radianes.Asi, enestecasol = g +n2m, n=0,+1,£2,..

T . La forma polar paraz =144
z=1- (cosz—i-isenz)
. 4 4
% X z:1-<cosg7r+isen97r>
4 4
1770 . 177
z=1- (cos4+zsen4>
z=1- (cos_wr—i-isen_??r)
4 4

z=1- (COS (% +2n7r> + isen (2 —|—2n7r))

En este ejemplo % se llama el argumento principal de z = 1 + ¢ note que —7 < il <m
Ejemplo 1.2 Usando el argumento principal determine las coordenadas polares del punto que representa al
nimero complejo z = —1 — 1.

La distancia polar p de -1 -i es v/2, como podemos ver en la figura.
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El valor principal de 6 es 7 radianes. No es T pues este nimero es superior a 7. Al calcular valores
principales no se debe hacer lo que indica la linea punteada de la figura, o sea, cruzar la parte negativa del eje
real. Por lo que todos los valores de arg (—1 — ¢) estdn contenidos en la expresion

3
0= _TW Y onm, n=0,41,42,...

. . ... 5T
Tomando n = 1 en la expresién anterior, obtenemos el valor no principal i
Y

La ecuacién 6 = tan ™ ( ) que podria usarse para obtener 6, particularmente si se usa una calculadora

de bolsillo, requiere una observacién. Sabemos, por la trigonometria elemental, que aun estipulando el valor de
=, esta ecuacién no contiene informacién suficiente para determinar el conjunto de valores de 0. Es necesario

x
precisar el signo de x o y para determinar el conjunto adecuado.



1.1 Forma polar de un nimero complejo

La descripcidn polar es especialmente Util en 1a multiplicacién de nimeros complejos. Consideremos
z1 = p1(cos 61 + isen 6y)
z9 = pa(cos by + isen 0)
el producto es
z122 = (p1(cos 01 +isen 61))(p2(cos B2 + isen 67))
= p1p2|[(cos 01 cos O3 —sen Oy sen 03)] + i[(cos 61 sen Oy + sen 61 cos 62)]
= p1p2(cos (01 + O2) + i(sen (01 + 62))]

por lo tanto el resultado de multiplicar dos niimeros complejos es otro nimero complejo cuyo mdédulo es el

producto de los médulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos.
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Pero siempre debemos tener presente que el argumento estd definido salvo miltiplos de 27.
Ejemplo 1.3 Sean z; = 1 +iy 22 = v/3 + .

i
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Cuyas formas polares son

21:\/5(008%+isen %) Y 22:2(cos%+isen %)
Sabemos que el producto tendrd médulo /8, mientras que el argumento serd
T m 5T
1761
de modo que

o . 5%8
2129 = \/g <cosl2+zsen12)

Naturalmente, el argumento de un ndmero complejo tiene una infinidad de valores posibles. Al

sumar los argumentos de dos factores, a fin de obtener el argumento del producto, determinamos uno solo de los

5 5
valores posibles de dicho argumento. Asi, en el ejemplo precedente tiene por argumentos 1—; + 2m, % + 4

etcétera, ninguno de los cuales se obtuvo con nuestro procedimiento. No obstante, podemos obtener cualquiera

. 51 ..
de estos resultados sumando algtin multiplo entero de 27 al nimero D) que resulta de este procedimiento.



Capitulo 1 Problemas para pensar

De manera similar, podemos dividir dos nimeros complejos y también, en cierto sentido, sus vectores.

Es conveniente usar coordenadas polares para encontrar el inverso de un nimero complejo, si

z = p(cos 0 +isen 0)

entonces
I 1 B (cos 0 —isen 0)
2z plcos @ +isen 6)  (cos O +isen 0)(cos 6 —isen )
~ cos —isen cos @ —isen @ cos —6+isen —0
~ p(cos? 6 +sen?f) p N p

Por lo tanto, el médulo del inverso de un nimero complejo es el inverso del médulo de dicho nimero y el
argumento del inverso de un nimero complejo es el argumento del nimero cambiado de signo.

Consideremos ahora los nimeros complejos

z1 = p1(cos 01 +isen 61)y z2 = pa(cos O2 +isen 6a).

A fin de dividir z; entre zo multiplicamos z; por —.As{
22

1
z—l = (p1(cos 61 + isen 61)) (p(cos — 0y +isen — «92)) = %(605(91 —0) +isen(f; — 63))
2 2 2

El médulo del cociente de dos nimeros complejos es igual a el cociente de sus médulos y el argumento del

cociente es igual a la diferencia del argumento del numerador menos el argumento del denominador.

1
Ejemplo 1.4 Evalte \/g—:l - usando la forma polar de los nimeros complejos.
i
En este caso
1414 ﬁ(cos%—i—isen%) \/§< T 7r+, T 7r) 1 ( 7T+, 7r>
= =—|cos ———+isen — — — ) =——=(cos — +isen —
V3+i  2(cos T +isen T) 2 4 6 4 6/ 2 12 12

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Muestre lo siguiente arg z = —arg z ( méd 27)

Z 7
2. MUESTRE LO SIGUIENTE arg — = arg z — arg w ( méd 2)
w
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