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Capitulo 1 Unidad 2. Funciones de Variable Compleja

1.1 Introduccion al concepto de funciones analiticas

La teoria de funciones de una variable compleja tiene como objetivo extender el célculo al dominio
complejo. Tanto la diferenciacién como la integracién adquieren una nueva profundidad y significado; al
mismo tiempo, el rango de aplicabilidad se restringe radicalmente. De hecho, solo las funciones analiticas u

holomérficas pueden diferenciarse e integrarse libremente.

1.2 Limite de funciones complejas

El concepto mds importante en el célculo elemental es el de limite. Recordar que xligclo f(z) = L intui-
tivamente significa que los valores f(x) de la funciéon f pueden acercarse arbitrariamente al ndimero real L si
los valores de x se eligen lo suficientemente cerca, pero no igual a, el nimero real xy. En el andlisis real, los
conceptos de continuidad, la derivada, y la integral definida se definieron utilizando el concepto de limite. Los
limites complejos tienen un papel igualmente importante en el estudio del andlisis complejo. El concepto de
limite complejo es similar al de un Imite real en el sentido de que Zlinzlo f(2) = L significard que los valores
f(z) de la funcién compleja f puede hacerse arbitrariamente cerca del nimero complejo L si los valores de z se
eligen suficientemente cerca, pero no iguales, del nimero complejo zy. A pesar de que exteriormente es similar,
hay una diferencia importante entre estos dos conceptos de limite. En un limite real, hay dos direcciones desde

las cuales x puede acercarse a xg en la linea real, a saber, desde la izquierda o desde la derecha.

En un limite complejo, sin embargo, hay infinitamente muchas direcciones desde las cuales z puede acercarse

a zg en el plano complejo.

Para que un limite complejo exista, cada forma en que z pueda acercarse a zg debe producir el mismo valor

limite.



1.2 Limite de funciones complejas

Definicion 1.1 (Limite complejo)

Sea f: ACC — Cyz € C punto de acumulacion de A. Se dice que
lim f(z) =1L

zZ—20
i
Ve>0 36 >0 tal que si 0 < |z— 2| <9, se tiene que |f(z) —L| <e

.....

2
9
Ejemplo Sea f(z) = : +3 -, f estd definida solamente para z # 3i. Sin embargo

zZ — Ol
lim f(z) = 6i

z—31

En efecto, si z # 3i, entonces se tiene

£ (2) — 6i] =
por consiguiente, tomando § = € se obtiene

|f(z) —6i] <e si 0<|z—3i| <6

2249

—3 "

= |z — 3i]

0 sea que
i 2249
im - =
2—=3i 2 — 31

Teorema 1.1 (Propiedades de los limites complejos)

SSupongamos que fy g son funciones complejas. Si lim f(z) = Ly lim g(z) = M, entonces
Z—20 zZ—20

61

I. lim ¢f(z) = cL, c es una constante compleja
Z—r20

2. zll)rrzl (f(z)x£g(z) =L+t M
3. le}nzl f(z)-g(z)=L-M

L
4. zlirrzlo % = siempre que M # 0

La demostracion de este teorema es muy semejante a la demostracion del teorema para el caso real.




1.3 Continuidad de funciones complejas

1.3 Continuidad de funciones complejas

La definicién de continuidad para una funcién compleja es, en esencia, lo mismo que para una funcién
real. Es decir, una funcién compleja f es continua en un punto z si el limite de f cuando z se aproxima a zg y

es el mismo que el valor de f en 2.

Definicion 1.2 (Continuidad)

Sea f: A C C — C sedice que f es continua en zy € A si

lim f(z) = f(20)

Z—rZ20

esto es

Ve>0 36>0 tal que si 0<|z—z| <9, se tiene que |f(z) — f(z0)] <€ &

Criterio para la continuidad en un punto Una funcién compleja f es continua en un punto 2y si se cumple

1. lim f(z) existe,
Z—r20 i
2. festd definida en zg, y
3. lim f(2) = f(0)
. -Z%ZO . .
Si f es continua en cada punto z € A se dice que f es continua en A.
Si una funcién compleja f no es continua en un punto zy entonces decimos que f es discontinua en zy. Por

ejemplo, la funcién f(z) = 5 es discontinuaen z =i yen z = —i.

1+ 2

Teorema 1.2 (Propiedades de las funciones continuas complejas)

SSupongamos que fy g son continuas en zy. Si lim f(z) = f(z0) y im g(2) = g(20), entonces
2—20 Z2—20

1. zlinzl cf(z) = c¢f(z0), ¢ es una constante compleja
2. 1 (f(2) % 9(2)) = f(20) % g(x0)

3. lim £(2) - 9(2) = f(20) - 9(20)

4 lim 18 _ f(=0)

: = , siempre que g(zy) # 0
95~ 9te0) & .

La demostracion de este teorema es muy semejante a la demostracion del teorema para el caso real.

Teorema 1.3 (Continuidad de la composicion de funciones)

Si la funcion g es continua en zy y f es continua en g(zy), entonces la funcion compuesta h(z) =
(fog)(2) = f(g9(z)) es continua en el punto zy es decir:

lim f(9(2)) = f(9(=0)) @

Por consiguiente, si la funcién g es continua en el conjunto A, y flo es en g(A), resultaque h = f o ges

continua en A.

Definicion 1.3 (Sucesiones)

Se dice que la sucesion de niimeros complejos {z,} converge a z si

Ve>03N €N tal que si n > N setiene |z, — 20| <€

Dado que el limite es tnico y
1. Si{wp} = wy {z,} — zentonces {w, + 2,} = w+ 2



1.4 Diferenciabilidad de funciones complejas

2. {wn -z} s w2
. Zn, z
3 Siw#0, {_} 2
Wy w
Observamos que

{zn} = z & {Re(zn)} = Re(z), {Im(z,)} — Im(z)

esto se sigue de que

|2 = 2n| = V(Re(z — 20))? + (Im(2 — 20))?

Esta observacion muestra que una sucesion en C es convergente si y sé6lo si es de Cauchy.

Definicion 1.4 (Continuidad por sucesiones)

Una funcion f : A C C — C es continua zg € A siy sélo si

V{zn} tal que {zn} — 2, {f(2n)} — f(20) &
Ejemplo Con respecto a la métrica cordal
2|21 — 22| .
St 21,29 F# 00
de(z1, 20) = \/(1+|21\22)(1+|22|2)

,—1-HZ1|2 S1 29 = 00

se tiene que dc(zp, 00) — 0siy sélo si |z,| — 0o

1.4 Diferenciabilidad de funciones complejas

Definicion 1.5 (Diferenciabilidad)

Sea A un abierto en C, se dice que una funcion f : A — C es diferenciable en el sentido complejo en

2o € A, si
lm f(z) = f(20)

Z—20 zZ— 20

existe. Este limite, llamado le derivada, se denota por f' (20) &

Se dira que f es diferenciable en el sentido complejo en A, si lo es en cada punto de A.

Observacion Como en el caso real, la definicién anterior es equivalente al siguiente:

B) —
f es derivable en zp € A si lim f(z0+ 1) = f(z0)
h—0 h

Ejemplo Para f(z) = 22 se tiene

con h € C existe .

(20 + h)? — zg

I f(z0+h) — f(20)

B0 h = jm h
, 220h + h2
= lim —/—/———
h—0 h
— lim h(22 + h)
h—0 h

= lim (2 h
lim (220 + h)
=2ZO

por lo que la funcién es derivable en todo 2z y f'(z0) = 220



Capitulo 1 Problemas para pensar

Teorema 1.4 (Propiedades de las funciones diferenciables)

Si fy g son funciones complejas derivables en un punto zy y c es una constante compleja, entonces
f(z)=c = f(z) =0y (cf(2)) =cf'(2)
- (f(2) £9(2)) = f'(2) £ 4'(2)
- (f(2) > 9(2))" = f(2) - g'(2) + f'(2) - 9(2)
IC)) ) L) gy 2

9(2) (9(2))?
(f 0 9)'(2) = (f(9(2))) = f'(9(2))d'(2) v

LA e N~

= Capitulo 1 Problemas para pensar -~

1. Muestre que la funcién f(z) = |z| es continua.
2. Sea f : C — C definida como f(0) = 0y f(r[cos® + isenf]) = senf si r > 0. Muestre que f es
discontinua en 0, pero continua en cualquier otro punto.

3. Muestre que la funcién f(z) = z" es diferenciable.
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