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La magia estd en el trabajo, en el esfuerzo, en la confianza y en la conviccion de que puedes\\///z
lograr todo lo que te propongas.
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Capitulo 1 Unidad 2. Funciones de Variable Compleja

1.1 Funcién Exponencial Compleja

Lema 1.1 (Biyectividad de la funcién exponencial compleja restringida)

La funcion e” restringida al rectangulo infinito
Ay ={2€C|yo <Imz<yo+2rm}

es inyectiva sobre C — {0}, y e* | Ay, es suprayetiva.

------------------ av
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Demostracion Sie® =e%, con z,w € A,,, entonces
) Y0

e =1y w—z=2mni, neZ

Por lo cual z = w, ya que la distancia entre las partes imaginarias de dos puntos cualesquiera en A, es menor

que 27. Por lo tanto e* | A, es inyectiva. Ahora, dado w € C, w # 0. La ecuacion e* = w tiene solucién z en

Ayo

w = |w| — = e%e¥
siy solo si

log |wj =z y e 8% =W

donde la segunda ecuacién tiene un ndmero infinito de soluciones, una de las cuales satisface yg < y <
Yo+ 2m. M

La proposicién nos dice que la exponencial compleja comparte algunas propiedades con la exponencial
real, pero no todas. La exponencial real es creciente y por tanto tiene una inversa, el conocido logaritmo natural.
Por otro lado, debido a que e es periddica y por tanto no inyectiva, no podemos definir una sola funcién inversa
de la exponencial. Lo que si podemos hacer es restringir el dominio de la exponencial compleja, para que sea
inyectiva en ese dominio. Como e? tiene periodo 27z, es natural considerar cualquier franja horizontal de ancho

2m; en forma explicita, sean yg € Ry
Ay ={z+iy|z €R, yo <y <yo+2m}
Notamos que en la prueba de la proposicién anterior la asociacién
w — log |w| 4+ iarg w

establece una funcién inversa, lo cual sugiere la siguiente definicion.



1.2 Logaritmo Complejo

1.2 Logaritmo Complejo

Definicion 1.1 (Logaritmo complejo)

La funcion con dominio C — {0}, y rango Ay, y regla de correspondencia
log z =log |z| +iarg z, con arg z € [yo,yo + 27)

se llama rama de logaritmo.

Comentario Nétese que para que el logaritmo sea funcién, es necesario restringir el codominio;

{z+iyly <y<y+2r}, yweR
0
{4+l <y<wy+2n}, yweR
La geometria de la funcidn logaritmo es la inversa de la exponencial: circulos concéntricos al origen se desarrollan
en segmentos de lineas verticales y semirectas que parten del origen se transforman en rectas horizontales.

Al escribir la funcién es su forma polar

log z = log(re®) = log r + if

|
" log = | . log z |
£ —— ~a ilpo+t — |
N Lo - el + 29)i N i !
S mew A+
1”’ \
- =4 Wi -———— i

log z
El valor principal del logaritmo de z, que denotaremos por Log z, es el valor que se obtiene cuando se usa el
argumento principal de z en la ecuacion log z = In |z| 4+ iarg z. Recordemos que el argumento principal de
z, que denotaremos por ¢, es el argumento de z que satisface —m < 6, < 7. Tenemos que todos los valores de
arg z pueden obtenerse a partir del valor principal 6, usando la férmula arg z = 0, + 2nm, n = 0, £1,£2, ...

Tomando n = 0 en esta expresion obtenemos el valor principal, Log z.

Ejemplo 1.1 Para encontrar todos los valores de log(1 — i), se tiene
log(1 —1i) =log|l —i|+iarg(l—1i)+ 2imn = log \/§+i%+2mn =log V2+i (:T + 27m> , NEZ
Para encontrar el valor principal Log(1 — i) consideramos n = 0, en este caso

Log(1—i) =log V2 +i (f)



1.2 Logaritmo Complejo

#1 Ejercicio 1.1 Determine Log(—1 — i) y todos los valores de log(—1 — 7)

Solucion El niimero complejo —1 — i se muestra grdficamente en la figura

No se usa para determinar
ﬂ='§f' ¢l valor principal
-

3
El valor principal 0,, de este niimero complejo es ~1 y su médulo es /2. Por lo que

Logt-1 -9 = og Va1 (-5

Mientras que

4

Teorema 1.1 (Logaritmo como inversa de la exponencial)

El logaritmo es la inversa de la exponencial en el siguiente sentido: si log(z)representa una rama de

3
log(—1 — 4) = log V2 + (2n7r - —77>  n=0,+1,42, ...

logaritmo, entonces
e ? =2 VzeC-{0}

también si se elije la rama

Yo <y <yo+2m

entonces

log(e®) =2 Vze Ay

Demostracion Como log z = log|z| + iarg z,
, z
elog z _ elog\z|ezarg z ’Z|— =5
2|
Reciprocamente, si z = x + iy, donde yg < y < yo + 2, se tiene
log(e?) = log |e*| + i arg €* = log |e*| + iy = loge” + iy = 2z
Esto se sigue ya que arg(e®) = y, por la forma en que se eligi6 la rama de logaritmo. M
Comentario Notamos que en el resultado anterior si z ¢ A,,, entonces no necesariamente %8 Z = 2 por
ejemplo, yo = 0,y z = 271, se tiene log(e?™) = 0.
#: Ejercicio 1.2 Encuentre todos los valores de (—1)?
Solucion Tenemos que

(_1)i _ 6ilog(—l) _ 6z‘(log|—1|—i—i(7r—i—27rn)) — 2w =/

#  Ejercicio 1.3 Encuentre todos los valores de 2°
Solucion Tenemos que

9t — eilog(2) _ e7,(log;|2|—|—z27r'n) _ e—2n7r+zlog|2|’ nez



Capitulo 1 Problemas para pensar

Proposicion 1.1 (Propiedad de logaritmo)

Sea log z la rama de logaritmo cuyo argumento toma valores en [yo, yo + 27), si z,w € C{0}, entonces

log(zw) =log z+1log w  méd 2mi

[ )
Demostracion
log(z - w) =log |z - w| +iarg (z-w)
= log |z| + log |w| + i(arg z + arg w)
= log |z| + targ z + log |w| + iarg w
=log z +log w
Ejemplo 1.2 Tomando la rama cuyo argumento toma valores en [0, 27), multiplicamos los complejos
V2i) (— ' ) 1
( V2 V2
ahora
lo ( \/_2>+lo — | =log(v2) +log 1+ 3—7T—i-7—7r —lo(\/§)+i13—7T
por otra parte
5 13 5
log(—1—1) =log(v2) +i°r, y — — = =27
4 4 4
|

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Encuentre los valores

° log 1

o logi
2. Encuentre log[(—1 — i) - (1 — 4)] en el intervalo [0, 27)
3. Demuestre que log z = 0siz = 1.
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