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Capitulo 1 Unidad 3. Integracion Compleja

1.1 El Teorema del Mo6dulo Maximo y las Funciones Arménicas

Dada la estrecha relacion entre las funciones analiticas de variable compleja y las funciones arménicas, no
debe sorprender que podamos traducir algin comportamiento de unas en un comportamiento de las otras.
Nuestro primer paso serd extender el dualismo arménico-analitico a dominios simplemente conexos, a través

del siguiente resultado.

Proposicion 1.1

Sean U una region simplemente conexa de C y v : U — R una funcion arménica en U. Entonces u es de

clase C* vy existe una funcion analitica f : U — C tal que u = Re(f).

[ )
Primero probemos la segunda parte de la proposicién. Sea
ou .Ou
=——i—=U+1iV
9=z " dy e

como u es arménica, en particular es de clase C?, lo que implica que g es de clase C'. Ademds, g cumple con
las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
ou  9*u Pu 0 ou ov
o o) Ay
ou 0u 0u 0 ou ov
By - OyOx - 0xdy o <_8y> T o

Esto implica que g es analitica en U; como U es simplemente conexa, existe F analitica tal que F’ = g en U. Si

F = u + iv, entonces

es decir, u — u = ¢ para alguna ¢ € R. Si f = F' — ¢, tenemos que f es analitica y u = Re(f)
Probemos ahora la primera parte de la proposicion. Por lo que acabamos de demostrar, u = Re(f) para alguna
f analitica en U. Como f es C°°, entonces u también lo es. M

Con este resultado en la mano, estamos equipados para estudiar funciones arménicas en dominios simple-
mente conexos, utilizando la teoria de funciones analiticas. Sea ¢(x, y) una funcién arménicay f = ¢ + 1) ser
una complecion analitica para ¢ en el dominio simplemente conexo D. Ahora observe lo siguiente acerca de la
funcién e/ (2):
e

‘ef(Z) e

— ‘ oY

-

Debido a que la exponencial es una funcién que aumenta monétonamente en una variable real, implica que los
puntos maximos de ¢ coinciden con los puntos maximos del médulo de la funcién analitica e/. Por lo tanto,

inmediatamente tenemos un principio maximo. para funciones armoénicas.

1.2 El Teorema del Modulo Maximo

Este teorema y la férmula integral de Cauchy se usaran para desarrollar algunas de las propiedades
importantes de las funciones arménicas.

El principio del médulo mdximo puede enunciarse, quizd mejor, como sigue:



1.3 Principio del mdximo para funciones armoénicas.

Si una funcion analitica tiene un mdximo local (o su valor absoluto) en un punto, entonces debe ser constante
cerca de ese punto.
Una versidn local del principio se sigue, esencialmente, porque un promedio no puede se mayor o igual a todos

los valores, a menos que todos ellos sean iguales.

Proposicion 1.2 (Propiedad de valor medio)

Sea f analitica en el interior y sobre un circulo de radio ry centro en zq (esto es, analitica en una region

que contiene al circulo y su interior). Entonces

1 2 )
f(z0) = f(z0 + 7€) do

21 Jo o

Por la férmula integral de Cauchy,

feo) =5 [ 2 G) .

211 zZ— 20

donde v(6) = zp + re'?, 0 < 6 < 2. Pero por la definicién de la integral,
1 1 27 0 ) 1 21 )
1 [ dz = — flzo £ re”) )rew df = — f(zo0 + re’e) do

2mi ), z—z20  2mi Jg ret? 27 J,

1.3 Principio del maximo para funciones armonicas.

Sean U una region de Cy v : U — R una funcién arménica en U que alcanza un mdximo en un punto
zo € U. Queremos ver que u debe ser constante. Ya sabemos que la parte real de una funcién analitica es
armonica, asi que supongamos por un momento que vale la afirmacion reciproca, es decir, que para u existe una

funcién v : U — R tal que f = u + iv es analitica. Observemos que
) = ¥ (cos v(z) +isen v(2))

lo que implica que

‘ef(Z) _ pu(2)

Como u alcanza un maximo en un punto zg € U y la funcién e* es creciente, ¢(?) alcanza su maximo en
2o € U. Por el principio del médulo méximo, e/ () es constante; de aqui es facil concluir que u también resulta
ser constante.

Debemos entonces responder la pregunta: ;Cudndo ocurre que una funcién armoénica u es la parte real de una
funcién analitica? Para ver que esto no siempre ocurre, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo Seaw: C\ {0} — R dada por

uw(z) = u(z,y) =Inv22 +y? =In|z|

Veamos que u es armoénica. Calculemos sus primeras derivadas parciales:
ou x ou Y

gr 2y dy a1 y?
y las segundas derivadas parciales
82u_ y? — 22 82u_ z?2—y

R RN T R

De aqui tenemos que es de clase C? (al menos) y que Au = 0, es decir, u es arménica.

2

(Existe f analitica tal que u = Re(f) en C \ {0}? La idea detrds de este ejemplo es que u deberia ser la



1.3 Principio del maximo para funciones armoénicas.

parte real de log z, pero esta funcién no estd definida en todo el dominio de u. En general, supongamos que
existe una funcién v tal que f = u + iv sea analitica; por las condiciones de Cauchy-Riemann tendriamos

que
ou v x ov ou y

ooy B oy P

de modo que v = arctan (Q) + ¢ con ¢ constante, pero esta funcién no es continua en C \ {0}. En
x

resumen, u es armoénica en C \ {0} pero no puede ser la parte real de una funcién analitica en este

conjunto.

Proposicion 1.3 (Propiedad del valor medio para funciones arménicas)

Sea u armonica en una region que contiene un circulo de radio r alrededor de zy = xg + iyo y a su

interior. Entonces )
T
u(xo, = — u(zo + re'?) do
(@0.90) = 5= [ ulao+re)

Demostracion  Por la proposicion 0.2, existe una funcién analitica f definida en una regién que contiene este
circulo y su interior, tal que u = Re(f). Esta regién de contencién puede escogerse para que sea un disco
ligeramente mds grande. La existencia de un circulo ligeramente mds grande en A es intuitivamente clara. Por

la propiedad del valor medio para f,
2m

f(z0) = % ; f(z0 +r€') do

Al tomar la parte real en ambos lados nos da el resultado deseado.

Teorema 1.1 (Principio del maximo para funciones arménicas (version local))

Sea u una funcion arménica en una region U de C. Si u tiene un mdximo local en zy € U, entonces u es

constante. QO

Demostracion Consideremos un disco abierto D alrededor del punto zy3. Como D es simplemente conexo, por
la Proposicién 0.2, existe f analitica en D tal que v = Re(f). Entonces la funcién e/(*) también es analitica y
le/(?)| = ¢%(*), Como u alcanza un maximo en zg y la funcién exponencial real es creciente, |e/(*)| también
alcanza un maximo en z. Por el Teorema 0.1, |e/ (Z)| es constante en D y por lo tanto (%) también lo es, por

lo que u es constante en D. Podemos aplicar este argumento a cualquier punto del conjunto
A={z€U|u(z) = u(z)}

lo que implica que A es abierto en U. Pero claramente A también es cerrado y no vacio. Como U es conexo,

A =U yuesconstante. |



Capitulo 1 Problemas para pensar

Teorema 1.2 (Principio del maximo/minimo para funciones armonicas)

Sean U una region acotada de C y u : U — R una funcion, continua en U y armonica en U. Sean m,M

el minimo y el mdximo de u en OU, respectivamente. Entonces
o m < wu(z) < M paratodo z € U.

o Siu(z0) =mou(zo) = M enalgiin zy € U, entonces u es constante.

Q

Demostracion Sea M el maximo de u en U y supongamos que M > M. Esto dice que u alcanza su maximo
global en un punto interior zy € U. Por el resultado anterior, v = M en U, lo que es una contradiccién. Por
tanto, M = M. Siu(zp) = M en alglin 2y € U, nuevamente aplicamos el resultado anterior para concluir que
u es constante. Al considerar la funcién —u obtenemos las conclusiones para m.H
Ahora tenemos el principio del médulo méximo para funciones analiticas, mientras que tenemos dos
principios (del maximo y el minimo) para funciones arménicas. Uno podria preguntarse si existe un principio
del médulo minimo para funciones analiticas; es decir, si el médulo de una funcién analitica debe alcanzar su
minimo en la frontera del dominio de definicién. Sin embargo, es muy fécil convencerse de que esto es falso:
Ejemplo Sea f : D(0,1) — C dada por f(z) = z. Entonces f(0) = 0, de modo que el médulo de f alcanza
su minimo en un punto interior del dominio y f no es constante. Sin embargo, eliminando la posibilidad

de que f(z) = 0 obtenemos el anhelado principio:

Teorema 1.3 (Principio del médulo minimo para funciones analiticas)

Sea U una region acotada de C, f : U — C una funcion, continua en U, analiticaen Uy f(z) # 0 para

todo z € U. Entonces | f(2)| alcanza su minimo en la frontera de U.

Q@
Demostraciéon Sea g(z) = m Es claro que g estd bien definida y es analitica, de modo que por el principio
z
. . 1
del médulo méximo, |g(z)| alcanza su maximo en OU. Pero entonces tenemos que | f(z)| = alcanza su

19(2)]

minimo en OU.H
Podemos utilizar los principios del mdximo y minimo para funciones armdnicas para obtener resultados acerca
de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales.
Supongamos que u : U — R es continua en U y arménica en U, donde U es una regién acotada de C.
Supongamos ademds que v = 0 en la frontera de U; entonces

o Por el principio del maximo, u < 0 en U.

o Por el principio del minimo, v > 0 en U.
Por lo tanto, v = O en U.

Corolario 1.1

Sean U C C abierto y acotado, ul,u2 : U — R continuas en U y arménicas en U. Si u1(z) = uz(z)

para todo z € OU, entonces u1(z) = ug(z) para todo z € U. O

Parafraseando este resultado, vemos que si existe una solucién » : U — R al problema con condiciones
iniciales
Au =0
u(z) =wup(z), paratodoz e oU

donde ug : OU — R es una funcién dada, entonces dicha solucién es tnica.
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= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Sea u arménica en la regién acotada y continua en A. Entonces muestre que u alcanza su minimo

tnicamente en fr(A), a menos que u sea constante



	1 Unidad 3. Integración Compleja
	1.1 El Teorema del Módulo Máximo y las Funciones Armónicas
	1.2 El Teorema del Módulo Máximo
	1.3 Principio del máximo para funciones armónicas.


