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Capitulo 1 Unidad 3. Integracion Compleja

1.1 Mas sobre el Teorema integral de Cauchy

Teorema 1.1 (Teorema de Liouville)
Sea f una funcion entera y acotada. Entonces f es constante. v ’

Como consecuencia del teorema de Liouville, tenemos el

Teorema 1.2 (Teorema fundamental del algebra)

Todo polinomio de grado mayor o igual a 1, con coeficientes en C, tiene al menos una raiz en C. v ’

Demostracion Sea P(z) un polinomio como en el enunciado del teorema, y supongamos que P no tiene raices,

es decir, que P(z) # 0 para todo z € C. Entonces la funcién f(z) = es analitica en C. Veremos que f

también es acotada. Puesto que el grado de P(z) es mayor o igual a l,lje(rfe)mos que Zlggo f(z) =0, de modo
que si fijamos € > 0, por definicién de limite tenemos que existe R > 0 tal que | f(z)| < € para todo |z| > R.
Por otro lado, como el disco cerrado |z| < R es compacto, |f(z)| alcanza su méximo M ahi, de modo que si
elegimos M’ = méx{e, M }, tenemos que |f(z)| < M’ para todo z € C; por tanto, f es entera y acotada. Por
el teorema de Liouville, f es constante, por tanto también P es constante, lo cual contradice el hecho de que el
grado de P es mayor oiguala1l. M
Ejemplo 1.1 Muestre que 2" — 2z puede expresarse en la forma 2" — z{/ = (z — 29)R(2), donde

R(z)=2" 4+ 202" 2+ 222" 34+ + zg_Qz + zg_l
es un polinomio de gradon — 1 en z.
Solucion Notemos que

ZRp_1 = 2" + 202" + zgz”_2 4+ 4 zzg_1

20Rn_1 = 202"V + 222 4 4 2D

Por lo que

2Ry—1 — 20Rn—1 = (2 — 20)Rp—1 = 2" — 2§
[
Ejemplo 1.2 Si zg es la raiz de p(z) = 0 que da el teorema fundamental, explique por qué se puede escribir
n

p(2) = an(2" — 20) + an1 (" =2 + - +ar (2" — 2p)

Solucion Vamos a considerar la expresion p(z) — p(zo) y obtenemos
p(2) = anz" + an_ 12" 14 +ag
p(20) = anzy + an_lzgfl + -+ ag
Como 2z es raiz entonces p(zg) = 0y por lo tanto

p(2) = p(z) = 0 =p(2) = p(20) = an(2" — 25) + an1(Z" " = 25 + -+ +a1(z — 20)



1.2 Principio del médulo mdximo

Una consecuencia mds de la férmula integral de Cauchy. Recordemos la condicién
lim f(w)(w — z9) =0
w—rzQ

que pedimos en el lema de Goursat.

Definicion 1.1 (Singularidad removible)

Sean A un conjunto abierto en C, zg € Ay f : A\ {20} — C una funcion analitica. Decimos que z es

una singularidad removible de f si y solo si

lim f(z)(z —20) =0
Z—r20 *

Proposicion 1.1 (Sobre singularidades removibles)

Sean A un conjunto abierto en C, zo € Ay f : A\ {20} — C una funcion analitica. zy es una
singularidad removible de f si y solo si existe una funcion analitica f: A — Ctal que f(z) = f(z) para
todo z € A\ {20}

)

Demostracion  Si existe una funcién analitica f : A — C tal que f(z) = f(z) para todo z € A\ {2},

entonces en particular f es continua en z y por tanto

Zh}; (2)(z—2:0) = Zlg];l f(2)(z—2:0)=0

Por otro lado, si se cumple la condicién sobre el limite, podemos definir f(z) como
~ 1
7o) = o [ 1%
2 Jyw— 2z

sabemos que fes analitica y que de hecho es igual a f(z) en todo punto donde ésta tltima esté definida, debido
a la férmula integral de Cauchy. M

1.2 Principio del médulo maximo

Una de las consecuencias mds sorprendentes y poderosas de la formula integral de Cauchy es el feorema
del médulo mdximo, también llamado el principio del médulo maximo. Este establece que si f es una funcién
analitica en una regién A y no es constante, entonces | f| no puede tener un méximo local en el interior de A

(puede alcanzar un maximo sélo en la frontera de A).

Proposicion 1.2 (Propiedad del valor medio)

Sea f analitica en el interior y sobre un circulo de radio ry centro zy. Entonces

f(z0) = % /Orr f(zo +rei0) do

[ )
Demostracion Por la férmula integral de Cauchy,
1 f(z)
= — d
1(z0) 21 /7 zZ— 20 -
donde v(6) = 2y + re?, 0 < § < 2m. Pero por la definicién de la integral
1 1 2 0 ) 1 2 )
oo [P e o [T v dg - [ ) a0
2mi ., 2z — 2o 27 J, ret? 27 Jo
|

La propiedad del valor medio se usard para establecer



1.2 Principio del médulo maximo

Sean A una regionde Cy f : A — C una funcién analitica. si el modulo |f(z)| alcanza su mdximo en

un punto zy € A, entonces f es constante.

Primero mostraremos que f es constante en un disco (abierto) con centro en zg. Sea A’ un disco

de este tipo, tal que A’ C A. Segun la propiedad del valor medio
I ,
f(20) = / f(z0 + relt) dt
2 0
lo que implica
1 [ , 1 [
o)l < 5= [ 1o+ retde < o= [ o)l =17

pero entonces

3 || 17Gal = 1o+ ret)] dt =0

Como el integrando es continuo y mayor o igual a 0, tenemos que | f(zo| = | f (20 + re')|. Puesto que esto vale
para cualquier > 0, siempre que la circunferencia esté contenida en A’, tenemos que | f(z)| es constante en A’.
Recordemos que esto y el hecho de que f es analitica implican que f es constante en A’. Procediendo de manera

andloga con cualquier punto z tal que f(z) = f(z0), tenemos que el conjunto

{z€ A'| f(2) = f(20)}
es abierto en A. Pero también este conjunto es cerrado en A, pues es justamente la imagen de un conjunto

cerrado bajo una funcién continua; explicitamente, este conjunto es f~!(f(z)). Como ademds es no vacio

(pues zg estd en él), la conexidad de A implica que es igual a todo A, lo que implica que f es constante en A.

Sean A una regioén acotada de C, f : A — C una funcion tal que es analitica en A y continua en la

frontera A de A. Entonces el médulo |f(z)| de f alcanza su mdximo en algiin punto de O A.

Como f es continua en el compacto A, |f(z)| alcanza su maximo en algdn punto de A. Si lo
alcanza en un punto de A no hay nada que demostrar. Supongamos que | f(z)| alcanza su maximo en un punto
29 € A. Por el resultado anterior, f es constante en A. Por continuidad, f es constante en A, de modo que |f(z)]
alcanza su maximo en algin punto (de hecho, en todos los puntos) de 0 A.

Ejemplo 1.3 Encuentre el madximo de | cos z| en [0, 27] X [0, 27].
Solucion Se tiene que cos z es una funcion entera, y entonces se puede aplicar el principio del médulo mdaximo,
el cual dice que el mdaximo ocurre en la frontera del cuadrado.

Ahora usando que
cos z = cos(z + iy) = cos xcos(iy) + isen xsen(iy) = cos xcosh y —isen xsenh y

se tiene que

2 2

|cos z|? = cos? x cosh? y + sen® zsenh?y
= cos® z cosh? y + (1 — cos® z) senh? y

= cos® z(cosh? y — senh? y) + senh? y

= cos® x + senh?y

Tenemos entonces



Capitulo 1 Problemas para pensar

o En la fronteray = 0, | cos z|? tiene como mdximo 1.

o Para x = 0 el mdximo es 1 + senh2(27r), ya que senh? y crece con y.

o Para x = 2 el mdximo es otra vez 1 + senh?(27).

o Paray = 27 el mdximo es otra vez 1 + senh?(27).
Asi, el méaximo de | cos z|? ocurre en x = 0, x = 21y y = 27 es 1 + senh?(21) = cosh?(27). Por lo tanto, el
mdximo de | cos z| en [0,27] x [0, 27] es cosh(2).
Ejemplo 1.4 Encontrar el madximo valor de |22 + 2z — 3| en el disco B(0, 1)
Solucién Claramente 2% + 2z — 3 es analitica en el disco B(0, 1) y continua en el disco B(0, 1). Por el teorem
del modulo maximo, el valor mdaximo de |z2 + 2z — 3| ocurre en la frontera del disco, es decir, en el circulo

|z| = 1. Parametrizando el circulo con z(t) = €', 0 < t < 2, tenemos
122 4+22-3> = (22422 -3)(22+22-3)
— (it 4 et — 3)((e~2t 4 2e71t _ 3))
=14 —6cos2t — 8cost

1
La funcion 14 — 6 cos 2t — 8 cost alcanza su mdximo cuando t = cos™! <3) Por tanto, el valor mdximo de

8
|22 + 22 — 3 es =
El principio del mdédulo mdximo se puede ver como un teorema que caracteriza a ciertas funciones

analiticas, a saber, a las funciones constantes.
<= Capitulo 1 Problemas para pensar -

I. Muestre que para |z| < R, la transformacion

R(z — 20)

R?2 — 7z

envia el disco abierto de radio R, en forma uno a uno y sobre, en el disco de radio 1 y envia zg al origen.

T:z—
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