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Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

1.1 Proyeccion Estereografica

Teniendo resuelto el problema de extraer raices en el sistema de nimeros complejos, todavia nos queda

otro problema con el aritmética real, la de no poder dividir por cero.

1.2 Punto al infinito

Para resolver esto, ampliamos el plano complejo por un elemento ideal, el punto en infinito, que se denota

por oo y se supone que satisface

El nombre estd motivado por la observacion de que el punto — se mueve mds y mas lejos (hasta infinito) cuando
z
z se acerca a cero (y viceversa). La unién de el plano complejo C con el punto en el infinito se llama plano

complejo extendido y se denota por C = C U {o0}.

1.3 Esfera de Riemann

Un modelo que representa el plano extendido lo constituye la esfera unitaria S? en R3, esto es:
S% = {(xl,xg,xg) eER? | 2? + 25422 = 1}
Si N = (0,0, 1), podemos identificar S? \ { N} con R? donde identificamos R? con el plano
{(z1,72,0) | 21,72 € R?}, y el punto N con el punto al infinito

1.4 Proyeccion estereografica

La esfera unitaria
5% = {(x1, 29, 23) € R? ‘ 2+ 23+ a3 =1}

llamada esfera de Riemann es el modelo requerido para incluir el punto al infinito.
Para asociar cada punto z del plano complejo C con un punto (1, z2, 23) de S? usamos la siguiente idea.
1. Se toma un punto e3 = (0,0,1) € S? y desde e3 se proyecta una linea hacia un punto cualquiera

(w1, 22, 23) € S2. Esta linea cruza el plano complejo en un tnico punto z



1.4 Proyeccion estereografica

2. Vamos a busca la asociacién del punto (21, z2, 23) € S2 al punto (u,v) en el plano que representaria al
punto z = u+ v € C

(a) La recta de eg al punto (z1, 22, x3) se puede parametrizar

es + t((z1,x2,23) —e3), teR
(b) Para esta recta existe un valor t para el cual

les + t((z1, 22,23) —e3)]-e3 =0

(1,22 23)
.

ez + t((x1,x2,x3) — €3)

(e3 +t((x1,%2,%3) —e3))-e3 =0

es decir
[es + t((z1,z2,23) —e3)] -e3 =0 = [(0,0,1) + ¢t((x1,z2,z3) — (0,0,1))] - (0,0,1) =0
= [tl‘l,ta?g, 1+ t(.fg — 1)] . (0,0, 1) =0
= 1+t($3—1)=0

= t= !
71—1’3

(c) Con este valor de t buscamos el punto z del plano complejo asociado al punto (1, 22, 3) € S2, se

tiene entonces

es3 +

il i) x3—1
1—x3’1—x3’1—x3

—(001)+< no 1 x?’_l)

1
. xg((xhﬂﬁz,frs) —e3) =e3+ (

1l—a23"1—23"1— 23

I xI9
= ? 70
(1—]}3 1—1‘3 >

(d) Podemos entonces definir la funcién 7 : S? — {e3} — C como

(21, X9, x3) = < noon 0>

1—.%'371—1'37

L ) 1+ i
3. Ahora vamos a encontrar una asociacion del punto z = 7(P) = u + iv = % del plano complejo

al punto (1, x9, x3) € S?, para esto se tiene
p p

(a) z = 7[-(3317'7;2’ ‘T3)



1.4 Proyeccion estereografica

b)z?+a23+23=1
(c) Entonces

9 x1+ix22_ x? + 22 _ 1— a3 It as
3 ( $3) ( 553) x3
por lo tanto
1+ w3 |2]? — 1
2
A — = = —
===, SRS
Por otro lado
_ Tl ) Tl )
+z= + —
: : <1—{L‘3+11—IL‘3> (1—$3 1—1’3)
_ 211
= z2+z=
1—x3
N 2+ z
T = ———
LT RP+1
finalmente
z2—Z= 1 +1 2 — o —1 2
1—%3 1—.1:3 1—:1,’3 1—333
9
= z2—zZ= 12
1—133
Z2—Z
= | 2= 5 T
2T (22 ¥ 1)

por tanto la funcién 7! : C — S? — {e3} esta dada por
_1 247z z2—7z zP-1
) = tr e ey T
|22+ 174(]z[2+ 1) |2|2 + 1
En resumen La funcién 7 : S? — {e3} — C definida como
T Z2

W($17$275L‘3): 1_x3 21—163

La funcién 7! : C — S? — {e3} dada por
1 247z z2—7z z2-1
@) = Tr o ey e
|22+ 17i(|z]2+ 1) |22+ 1
1

Al hacer corresponder oo con el polo e3 y con las funciones 7 y 7! se obtiene una biyeccién de S? con C. A
esta biyeccion se le llama proyeccion estereografica.

Podemos notar ademds que, bajo la proyeccion estereogréfica, los puntos del ecuador corresponden a la cir-
cunferencia unitaria con centro en el origen, el hemisferio sur corresponde a los puntos en el interior de la
circunferencia, y el hemisferio norte a los puntos en el exterior de la circunferencia. En particular, la reflexién
en el circulo unitario corresponde a reflejar con respecto al plano que pasa por el ecuador.

A continuacion algunas propiedades de la proyeccion estereografica:



1.4 Proyeccion estereografica

Proposicion 1.1

Bajo la proyeccion estereogrdfica, rectas en C y circulos en C se transforman en rectas y circulos en S?

y viceversa

)

Demostracion  Primero probaremos que un circulo en la esfera S? se transforma en una recta o un circulo en
el plano. Un circulo en la esfera S? es interseccién de un plano con la esfera, por los que sus puntos satisfacen
una ecuacion de la forma

ari +bry +cxs=d

Por lo tanto, este circulo es la imagen bajo la proyeccion estereografica de un conjunto cuyos puntos satisfacen

la siguiente ecuacidn en el plano
z2+z z2—Z |22 — 1)
a5 | +b| 75— ) tec| ] =d
(W + 1> <1(!Z\2 + 1)) (W +1
escribiendo z = x + 1y, se obtiene
2ax + 2by 4+ c(x® + 2 — 1) =d(z* + >+ 1) (1)

que es la ecuacion de una recta o un circulo en el plano, dependiendo si ¢ = d 6 ¢ # d.

Si ocurriera en (1) que ¢ = d entonces se tiene la ecuacion de una recta.
2ax +2by =c+d

Si ocurriera en (1) que ¢ # d podemos completar cuadrados y obtenemos

2 2
a b
<x+ > +(y+> =k
c—d c—

d+c a \? bo\?2
dondek-(c_d>+<c_d> +<c—d>'

Por lo tanto (1) representa la ecuacion de una recta o un circulo.

Por otro lado, una recta en el plano estd definida
ar +by =c

Estos puntos bajo la proyeccién estereografica son llevados al conjunto de puntos en la esfera definidos por la

T T2 _
a<1—x3>+b<1—$3> - ¢

= axy + bry = c(1 — x3)

ecuacion

= ar] +bry +cx3=c

los cuales estan contenidos en la interseccion de un plano y la esfera, es decir se trata de un circulo.

Se tiene también que (0, 0, 1) satisface dicha ecuacién, entonces éste circulo pasa por el polo norte



1.4 Proyeccion estereografica

Finalmente un circulo en el plano estd definido por

|z —al =7

a partir de esta espresion se tiene
2

|z —al* =7

= (z—a)(z—a)=1r*

= (z—a)(Z—E)er

= zEfzafanLaE:ﬂ

= |z]? —za—az + |a]? = r?

Ahora bien
|22 —1 5 14a3
3=y = =T
|22 +1 1—x3

y también

z=x+ 1y

(“ - wQ) = Re(az) = & ; %% - 9Re(az) = az +az

de acuerdo a lo anterior

1
—za—az+ a? =1 = + 23

|22

y como Re(aZ) = a1z + agy entonces

1 +$3 _ 2 2
- 2R =r°—
T e(az) =1 —|a|
14+
= A 2(a1x + agy) = 12 — |a?
1-— xr3
1
= R 2(ayz — 2a9y) = r* — |af?
1-— T3

de la funcion 7 se tiene
Ty . T2

(21, x9,x3) = T +1 —
—_——  —\—

x Yy

segtin lo anterior
1+ 23

[p— 2(ayz — 2a9y) = r* — |af?

— 2Re(aZ) = 12 — |af?



Capitulo 1 Problemas para pensar

1
= t 3 2a1 1 — 2as 2 =72 |a]2
1—33‘3 1—33‘3 1—$3

= 14 23 — 20121 — 20929 = (12 — |a|*)(1 — 3)
estos puntos estdn contenidos en un plano y por lo tanto constituyen un circulo en la esfera. M

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Cuando todos los puntos del circulo unitario |z| = 1 se proyectan estereograficamente sobre el esfera de

la figura, ;d6nde se encuentran?

2. En la misma figura ;Dénde se proyectan todos los puntos dentro del circulo unitario?
3. En la misma figura ;Dénde se proyectan todos los puntos fuera del circulo unitario?

4. Si z = x1 + iy como se ve en la figura

y si 2’ (proyeccién de z sobre la esfera) tiene coordenadas 2’ = (2/,y/, (') demuestre algebraicamente que
2 42 2 4 .2 2., .2
x1+y1+1 x1+y1+1 x1+y1+1
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