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Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

1.1 Sucesiones

Definicion 1.1 (Sucesiones en los niimeros complejos)

Una sucesion compleja {z,} es una funcion cuyo dominio es el conjunto de niimeros enteros positivos
y cuyo rango es un subconjunto de los niimeros complejos C. en otras palabras, a cada niimero entero

n = 1,2, ... le asignamos un uinico niimero complejo z, &

Ejemplo 1.1 Considere la sucesién

Los primeros términos de la sucesién son:

Comentario Tenga en cuenta que la indexacién de una sucesién no tiene por qué comenzar necesariamente
con n = 1. El punto es que los elementos de una sucesion estan estrictamente ordenados, lo que en principio
permite la indexacién por nimeros naturales.

El concepto de sucesiones convergentes en C es andlogo al de sucesiones de nimeros reales:

Definicion 1.2

Una sucesion de niimeros complejos {z,} converge a zy si para todo ¢ > 0 existe N tal que si n > N,

entonces

|zn — 20| < €

esto se denota

lim z, =20 0 2z, — 2
n—00 *

1 n
Ejemplo 1.2 Sea z,, = (1 n ) . Entonces z, — 0.
i

En efecto, tenemos que
1 1

1 n
2n— 0] = | — = =
[n = 0] '<1+i) 1+ 4| WV2|r 2%

la dltima desigualdad por la propiedad arquimediana de los numeros reales

1
< —<e
n

De manera menos formal, una sucesion {z, } converge a L si los puntos z, se acercan arbitrariamente a L

cuando n se vuelve lo suficientemente grande.

Si la sucesién {z, } no converge, se dice que {z,} diverge o que {z,} es una sucesién divergente.
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Supongamos que z, = x, + iy, (n =1,2,3,...) y z = x + iy. Entonces

lim z, =z
n—oo

siy solo si

lim z, =2, lmy,=y
n—o0

n—oo @
Demostracion  Segun la definicion, para cada € > 0 existe un entero positivo N tal que
| (xr, — ) +i(yn —y) | < € siempre que n > N
ahora
Tn— 2| <[ (xn—2) +iYn —y) | ¥ lyn—yl < | (@0 —2) +i(yn —y) |
Por tanto,
lzp —z| <€ y |yn—y|<e si n>N
es decir
lm z, =2, limy,=y
n—oo n—oo
Reciprocamente, sabemos que para cada nimero positivo € existen enteros positivos ny, ny tales que
€ € .
|xn—x|<§ sim>ny Y \yn—y\<§ st n > ng
Por tanto, si IV es el mayor de los dos enteros n; y ng, entonces
€ €
|xn—x|<§ Yy |yn—y|<§ si n>N
Pero
. € €
[ (@n —2) +ilyn —y) | Slan —al +lyn —y[ < 5+ 5 =
luego
|zn — 2| <€ si n>N
|
Teorema 1.2 (Unicidad)
Si zn, es una sucesion de nimeros complejos tal que z, — 21y z,, — 22 entonces z1 = 23 v
.. € .
Demostracion Supongamos que € > 0. Entonces 3 > 0y existe [V; tal que
n>N = |z, — 21| < = (1.1)
existe N tal que
n> Ny = |z, — 22| < = (1.2)



1.1 Sucesiones

Tomamos n > méx(Np, N2). Entonces

€ €
|21—z2|§!zl—zn\+|22—zn\<§+§=e

por lo tanto 21 = 25. M

Definicion 1.3 (Sucesion acotada)

Se dice que una sucesion {z,} es acotada si existe un nimero M > 0 tal que |z,| < M para todo valor

de n. &

1 n
Ejemplo 1.3 Sea z,, = (—) . Entonces {z, } es acotada.

141
En efecto, tenemos que

1 n
== (1)

por lo tanto para todo n |z,| < 1

1 1
Ve 2w

<lay
n

B 1
IRITENE

Teorema 1.3 (Sucesion convergente es acotada)

Toda sucesion convergente es acotada

Demostracion  Si {z,} converge a zp, entonces, para € = 1, existe un nimero N > 0 correspondiente tal que
todos los elementos de la sucesion, con excepcion de z1, 29, ..., 2N, se encuentran dentro de la vecindad de zg

de radio € = 1. Como el conjunto finito de nimeros reales

{|Z1‘7 |Z2’7 veey |ZN|7 ’ZO‘ + 1}
tiene un méximo M > 0, y como para n > N, |z,| < |z0| + 1, se verifica que |z,| < M para todo n, o sea

{zn} es acotada. W

Teorema 1.4 (Algebra de sucesiones)

Si las sucesiones {z,} y {wy} son ambas convergentes, su suma, diferencia, producto y cociente (supo-

niendo que el limite del denominador no sea cero) son también convergentes. Ademds, se tiene

a) lim (z, + wy,) = lim z, + lim w,
n—oo n—oo n—oo

b) lim (—z,) =— lim z,
n—o0 n—o0
¢) lim (z, -wy) = lim z,- lim w,

§
&) lim (z_) L T
n—oo

n—=00 \ Wn, limy, 500 Wn

Demostracion Tenemos que
a) En este caso. Supongamos que nh_}n;o Zn = 20, 7}1_>rgo wy, = wg. Como z, — 29y w, — wq, existen
ndmeros Ny, N > 0 tales que
|zn, — 20| < g, paran > Ny

|wy, — wp| < %, paran > Nj

Tomando entonces como N el mayor de los dos nimeros Ny y N se tiene

€ €
|(zn + wpn) — (20 + wo)| = |(2n — 20) + (W, — wo)| < |2 — 20| + |wy — wo| < gty =c¢

b) Puesto que {z,} converge a zy, para ¢ > 0 arbitrariamente pequefio existe un entero positivo N tal que
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|z, — 20| < € paratodo n > N. Sin embargo
|(—=zn) — (—20)| = | — 2n + 20| y por tanto |(—zn) — (—20)| < € para n > N
es decir {—2z,, } converge a —z
¢) Tenemos que para todo n
|znwn, — zowo| = |(2n — 20)wn + 20(wn, — wo)| < Jwy| |20, — 20| + |20 |wn — wol

Puesto que {w,, } converge, es acotada. Entonces existe un niimero positivo K tal que |w,,| < K paratodo n.
Si € es un ndmero positivo arbitrariamente pequeio, entonces, debido a que { z, } y {w,, } son convergentes,

existen enteros positivos Ny y N tales que |z, — 20| < — paran > Ny y |w, — wp| <

€
2K

2(Jz0] + 1)
para n. > Ns. Por consiguiente, si n > N3 = méx(Nl, Ny), entonces
|zo0]€ €
ZnWn — ZoWol| < k —|— —_ < = + =
[Zntn = zowol 2wl+D) S22 7

En consecuencia, {z,w, } converge a zowy

z 1 . 1
d) Puesto que {n} = {zn }, solamente necesitamos demostrar que {
Wn,

1
} converge a —; luego la
n n wo

Z 20
sucesion convergerd a — por el inciso anterior. Si wg # 0,
W, wo

1 1

Wn, wo

wy — w
U vV ntal que wy # 0

WnWo

. . 1 .
Como wy # 0, existe un V; tal que si n > Ny, entonces |w,, — wg| < §|w0|. Asi,

1
lwo| = |wy, — wo — wy| < |wy, — wo| + |wn| < §|w0| + |wp] Vn>N;

1
0 sea, 3 |wo| > 0 para todo n > Nj. Por tanto,

1 1

Wn, wo

|wy — wol

Vn>N;

1 2
3 lwol
Para cualquier nimero positivo arbitrariamente pequefio € existe un Ny tal que para todo n > No,

1
wy, — wo| < =|wp|?e. Si N = mdx N1, N>), entonces
2

1 1

Wn, wo

|wn wo| 2\w0\2e _

. . 1 1 . . . . Zn 20
Por COl’lSlgulente, — converge a — S1 wo 7é 0. El’ltOl’lCCS, por el inciso anterior, § — converge a —
Wn,

W, wo wo
siwg # 0
[ |
Dada una sucesion { z, } y otra de niimeros enteros positivos k, (n = 1,2, ...) tales que k1 < ko < ... <
k, < ... entonces la sucesion {z],} = {z, } se llama una subsucesion de {z,}. &
Cada sucesion acotada de niimeros complejos contiene una subsucesion convergente. v

Demostracion  Sea z, = @y, + iyy, con |z,| < M. Entonces |z,,| < My |y,| < M. Sabemos que en nimeros

reales, {z,, } contiene una subsucesion monétona {zy, }. Tal subsusecién {zy, } converge. Ahora considere la
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subsucesién correspondiente {y,, } de {y, }. Esta contiene una subsucesién convergente {y,, }. La subsucesién
es una subsucesion convergente de {z, }, y esto completa la demostracién. M

Definicion 1.5 (Punto de acumulacion)

Un niimero {2y} se llama punto de acumulacion de una sucesion {z,} si cada vecindad de z( contiene

un nimero infinito de elementos de la sucesion, es decir, para cada € > 0 hay un niimero infinito de z,

tales que
|zn — 20| < € &
Teorema 1.6 (Puntos de acumulacion y subsucesiones)
Si zo es un punto de acumulacion de una sucesion {z,}, existe una subsucesion {z/,} tal que z, — zo O

Demostracion Como por cada e > 0 existe un ndmero infinito de valores de n para los cuales |z, — 20| < e,

entonces para € = 1 existe un n = kj tal que |z, — 20| < 1. Asimismo para € = 3 existe un n = ko > ki

1 1 . 1

tal que |z, — 20| < € = 3 En general para e = — existe un k,, > k,_1 tal que |z, — zole = —. De esto se
n n

deduce que la subsucesion z/, = z, convergente a cero, ya que dado € > 0 y tomando como N un nimero

. 1 .
entero positivo tal que — < ¢, se obtiene
n

|2), — 20| < € para n > N

Teorema 1.7 (Conjuntos infinitos y puntos de acumulacién)

Todo conjunto infinito y acotado en el plano complejo posee por lo menos un punto de acumulacion.

Q

Demostracion  Elija cualquier sucesién de puntos distintos en el conjunto. Segtin el teorema, esta sucesion
contiene una subsucesion convergente; y limite de esta subsucesién convergente es un punto limite del conjunto.
Esto completa la prueba. M

Comentario Todo limite de una sucesién es un punto de acumulacién de dicha sucesion; sin embargo el
reciproco no es cierto, como lo es, por ejemplo, en el caso de la sucesioén z, = (—1)", la cual posee dos puntos

de acumulacién y ningin punto limite.

Definicion 1.6 (Sucesiones de Cauchy)

Una sucesion de niimeros complejos {zy} es de Cauchy si para todo € > 0 existe N tal que

st mym > N, entonces |zn — zm| < €

Teorema 1.8 (Criterio de Cauchy sobre convergencia de sucesiones)

Una sucesion {z,} es convergente si, y sélo si, {z,} es una sucesion de Cauchy

Demostracion  Supongamos en primer lugar que {z, }. Como

Zm — Zn = (2m — 20) + (20 — 2n)
se tiene

Zm — an < |Zm - ZO| + |Zn - ZO|
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Por lo tanto, si
€ €
-, =

2 2

param > N, n > N, se obtiene |z, — z,,| < € para param > N, n > N,o sea que {z,} es una sucesién de

|2m — 20| < |zn, — 20| <

Cauchy.
Viceversa, sea {z, } una sucesién de Cauchy y N un entero positivo, tal que

€
]zm—zn|<§ para m >N, n>N

Como

‘Zn’ - |Zm| < |Zn - Zm‘ = ’Zm - Zn|

se obtiene param = N + 1
€
|zn| < |2m| + 5 para todo n > N

De esto resulta que la sucesion {z,}, paran > N, es una sucesion acotada. Esta sucesion posee, un punto de

acumulacioén 2y, de modo que para un cierto p > N

€
|2p — 20| < B}

Por consiguiente

|zn — 20| < |2zn — 2p| + |2p — 20| <€ V>N

o sea que {z,} converge a zp. M
= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Determine si la sucesién converge 6 diverge a infinito

—2i
n
21

n+1

st es par
Zp =

st n es impar
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