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lograr todo lo que te propongas.
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Capitulo 1 Unidad 2. Funciones de Variable Compleja

1.1 Funciones trigonométricas

La extension de la funcién exponencial al plano complejo sugiere un modo de extender las definiciones de

las funciones trigonométricas seno y coseno. Tenemos que
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=cosz +isenz
y también
e = cos(—2) +isen(—z)
= cos(z) — isen(z)
lo cual implica
) » etz 4 e~z
e€“+e " =2cos z = cos z=—7—
De manera andloga
) ) iz _ piz
e¥ —e ¥ =2isen z = sen z = -
27
Como e estd definida para cualquier z € C, podemos definir
eiz _|_e—iz
sen 2 = —— y COS 2 = —m
27 &

Notamos que si z es real, estas definiciones coinciden con las definiciones usuales de seno y coseno.

Proposicion 1.1 (Propiedades de las funciones trigonométricas)

Tenemos que
1. sen?z +cos? z =1

2. sen(z + w) = sen zcos w + cos zsen w N

Demostracion Tenemos que

. . 2 . . 2 . . . .
el? _ o0z €% 4 etz 627'Z —24 6_27'Z esz ) e—21z

¥4
1. sen? 22 = =1
sen” z + cos” z ( ) 1

2. En este caso se tiene

12 e—ZZ ezw _|_ e—zw eZZ + e—’LZ eZ’LU _ e—l’l,U

e
sen zcos w 4+ coszsen w = 5 : 5 + 5 : %
eilztw) _ e—i(z—i—w) ei(z—l—w) — e i(ztw)
- 4 * 4
etlztw) _ o—i(z+w)
= = sen(z + w)

27



1.2 Mapeo de la funcién seno complejo

#y Ejercicio 1.1 Probar que sen z = 0siysélosi z = km,conk € Z
Solucion Si z = km, entonces sen z = 0. Ahora supongamos que sen z = 0. Tenemos entonces que
eiz _ efiz ) )
5 =0 = e*=¢e" = iz=—iz+2kmi
i
porlo que z = kmw conk € Z

Por tanto, los tinicos ceros de sen z son sus ceros reales. Lo mismo ocurre con la funcién cos z es decir
T
cos z=0 & z:§+k7r

donde k € Z
#: Ejercicio 1.2 Pruebe que cos(z + 2m) = cos z

Solucion Tenemos que

cos(z + 2m) = % (ei(2+27r) + 6—i(z+27r))
1, »
=g e
=Cos %
#)  Ejercicio 1.3 Muestre que sen 20 = 2sen  cos y cos 20 = cos?  — sen?

Solucion €2 = e entonces

cos 20 +isen 20 = (cos 6 + isen 0)? = cos’ § — sen” § + 2isen 6 cos f

al igualar partes reales e imaginarias obtenemos el resultado
Las demds funciones trigonométricas de argumentos complejos se definen por analogia con las funciones

de argumento real, esto es,

tan z = = , sec z =

= csc z =
CcoS Z2 cot z

cos z’ sen z

1.2 Mapeo de la funcién seno complejo

Recordando el seno y el coseno hiperbélico de un
argumento real 6 definidos por las siguientes ecuacio-

nes ) )
e’ —e
senh 0 =

cosh 6 = L 4_26_9 —57

Es interesante que las funciones complejas seno y coseno se relacionan con las funciones trigonométricas

hiperbdlicas reales, esto es, si § € R se tiene

i(i0) _ ,—i(if) -0 _ 0 0 _ 6
sen i = © 2; _ ¢ 5 ¢ :i<62€>:isenh9
De manera andloga se puede ver que cosh 6 = cos 6.

Para analizar la geometria de la funcién f(z) = sen z, veamos primero cudl es la imagen bajo esta funcién de



1.3 Funciones hiperbdlicas complejas

las rectas verticales y horizontales, para esto tenemos que
sen z = sen(x + iy) = sen x cos iy + sen iy cos x = sen xcosh y + isenh ycos x = u + v

donde

2
U
uw=sen zcosh y = u®=sen?xcosh’?y = — = sen’ x
cosh” y
02
v =senh ycos z = v? =senh? ycos® z = — = cos® x
senh
Al sumar ) )
U v
=sen’z +cos® z =1

_%
cosh®y  senh?y

En consecuencia, los puntos de la imagen de la recta I'm z = y, y # 0 cumplen la ecuacién de la elipse

u? v?
5, T 5 =1
cosh“y  senh”y

km
También la imagen de la recta vertical Re z = x, © # R k € Z satisface

u? v?

5~ 3 = cosh?y —senh? y =1
sen?x  cos’zw

y por tanto constituye la rama de una hipérbola
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1.3 Funciones hiperbdlicas complejas

Estrechamente relacionado con las funciones trigonométricas cos z y sen z son las funciones hiperbdlicas
cosh z y sinh z, llamadas coseno hiperbélico y el seno hiperbdlico, respectivamente, y definido por las férmulas
ef—e* e +e”

hyg=— h 2=
senn z 5 Yy cosn z 9

Proposicion 1.2 (Propiedades de las funciones hiperbolicas complejas)

Para z € C se satisface
/. cosh? z —sinh? z =1
2. sinh(z1 + z2) = sinh 21 cosh z9 + cosh z; sinh 2o

3. cosh(z1 + z2) = cosh z1 cosh z9 + sinh 21 sinh 29




Capitulo 1 Problemas para pensar

4. sinh(z + iy) = sinhz cosy + i coshx siny

5. cosh(z + iy) = coshx cosy + isinh x siny

Demostracion

1. Tenemos que

z —z\ 2 z __ —z\ 2
cosh? z —sinh? z = <6+2€> — (626>

B 62z 4 92 + €—2z 62Z —9 + 6_2Z

4 4
4

:7:1
4

2. Sea A = sinh(z; + 22), entonces

ez1+z2 _ e*(21+Z2) 2€Z1+Z2 _ 26*(21+22)
2 N 2.2

ez1+z2 _ e—Z1+Z2 4 ef1m22 e—(ZH-ZQ)

ez1+22 + e—z1+22 — 1R e—(21+22)

4
etz _ pmzitze | pmimz2 e—(z1+22)
= +
4

eAt?2 L gmmitze _ gmi—z2 e—(z1—22)

4

B el —e e?2 4 e *2 L el e * e?2 — e *2
N 2 2 2 2

= sinh z7 cosh 25 + cosh z1 sinh z9

A=

3. Sea B = cosh(z; + 22), entonces

es1tz2 4 o= (21422) 2e71t22 | 9p—(21+22)
2 N 2.2

eAAt?2 4 etz | p2i—22 | o—(21+22)

etz _ pm2ta _ pni—22 e—(21+22)

4
621+Z2 +€*Z1+22 I R e*(z1+z2)

621+22 _ 6*21+22 —ef TR | e*(z1*22)

4

el 4+ e A e?2 + e *2 el —e e?2 — e 2
() () () ()

= cosh z7 cosh z9 + sinh 271 sinh z9

B:

4. Usando la parte 2, se tiene que senh(x + iy) = senhx coshiy + coshzsenhiy y utilizando que
cosh iy = cosy y senhiy = i seny se puede concluir que senh(x + iy) = senh x cos y + i cosh x sen y.
5. Usando la parte 3, se tiene que cosh(x +iy) = cosh x cosh iy + senh x senh iy, entonces cosh(z +iy) =
coshx cosy + ¢senx seny.
|



Capitulo 1 Problemas para pensar

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Exprese en la forma x + iy
o 31
o cos(2 + 3i)

2. (Cudl es la imagen de lineas horizontales y verticales bajo el mapeo f(z) = cos z
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