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Resumen

En esta primer seccién nuestro objetivo es estudiar a la clase de érdenes
lineales médulo la isomorfia, COTO\ ~. La clase de representantes satis-
face que cualesquiera dos de sus elementos no son isomorfos y que cualquier
orden lineal lo podemos reconocer como uno de sus elementos bajo la iso-
morfia. Dentro de esta clase podemos defnir operaciones que nos permi-
tan construir nuevos ordenes lineales. Indagaremos especialmente sobre
la concatenacién y la multiplicacién, herramientas que nos seran ttiles
cuando querramos calcular una suma o multiplicacién de nimeros cardi-
nales. Después, como es clasico al abordar este tema, buscaremos condi-
ciones suficientes para caracterizar ciertos érdenes lineales como lo hicimos
en el caso de los naturales y los enteros como lo hicimos en el curso an-
terior. Finalmente, daremos una construccién alternativa de OR, la clase
de los ntimeros ordinales.

Recordar

1. Decimos que un conjunto (X, <x) estd linealmente ordenado si (X, <x)
es un orden parcial tricotémico. Es decir, si <xC X x X es irreflexiva
(Vo € X(z £x x)), transitiva (Vz,y,z € X(z <x yAy <x z = x <x 2)),
y tricotémica (Vz,y € X(z <x yVy <x z)). A la clase de los 6rdenes
lineales la denotamos por COTO.

Queda como ejercicio verificar que de la transitividad y la irreflexividad
de <x se sigue que su asimetria (Vaz,y € X(z <x y = y £x x)) y que
COTO es una clase propia.

2. Decimos que dos érdenes son isomorfos si entre ellos existe una funcién
biyectiva que preserve el orden, es decir: Si (A,<4),(B,<p) € COTO
son isomorfos si existe f : A — B biyectiva tal que Vz,y € A(z <4 y <
f(z) <B f(y)). En ese caso escribimos (4, <4) ~ (B, <pg) o solamente
A~B.

3. Intuitivamente, dos 6rdenes isomorfos son el mismo pero, quizés, lo ele-
mentos tienen distinto nombre. Se prueba, en el primer curso de teoria
de conjuntos que esta relacién es de equivalencia. Queda como ejercicio
recordar la prueba.



1 La Clase de los Tipos de Orden

Ya que la isomorfia es una relacién de equivalencia sobre COT'O podemos con-
siderar su clase de representantes, es decir una clase, T, tal que:

1. Dado (S,<g) € COTO, existe (0,<,) € T tal que (5, <g) ~ (0,<q).
2. Si (S,<g) € COTO y denotamos por
(5, <s)]~ == {(A,<a) € COTO | (4, <a) = (5, <s)}
Existe un tnico (0,<,) € T tal que T N [(S, <g)]~ = {(0,<0s)}

Queda como ejercicio probar que 7 es una clase propia.

Denotaremos a la clase de tipos de orden con la letra maytscula e italica T y a
sus elementos con letras griegas minusculas, usualmente: o, u, 7, A, .... Usamos
letras griegas mindsculas también al hablar de ordinales, recordemos que el
objetivo final de esta primera seccién es mostrar la relacién que guarda la clase
de los ordinales con la de los tipos de orden de los buenos érdenes.

Es muy dificil describir a la clase T, la definimos como una clase que satisfaga
las condiciones 1) y 2), sin embargo no hay una tnica clase que satisfaga esas
propiedades.

La teoria que desarrollaremos acerca de la clase de tipos de orden preservard
esta genericidad, es decir es aplicable a cualquier clase de tipos de orden. Por
ejemplo, podemos definirle una estructura algebraica relacional. La propiedad
2 de T permite definir una funcional 7 : COTO — T tal que 7(S5) = ¢ donde
T N [S]~ = {0}, le lamaremos el "tipo de orde de S”. Sin embargo, dado un
orden lineal no hay un procedimiento efectivo para poder calcularle su tipo de
orden porque ni siquiera conocemos cudles son los elementos de la clase de tipos
de orden, el beneficio vendra en construir ordenes lineales nuevos a partir de
ordenes dados.

(Cuando trabajemos sobre la clase de tipos de orden de los buenos 6rdenes si
podremos caracterizarla a partir de sus elementos.)

Def. 1.1. Sea T una clase de tipos de orden

1. Definimos 7 : COTO — T una funcional que para cada (S,<g) € COTO
7(5,<g) := (0,<,) donde

TN [(Sv <S)}2 = {(Uv <G)}

Decimos que S tiene tipo de orden o.

2. Sean (S,<s),(M,<p) € COTO decimos que (S,<g) = (M,<p) si y
solo si existe una funcion inyectiva f : S — M que preserva el orden, es
decir: Yo,y € S(z <s y <> f(z) <um f(y))

OBS: (COPO, =) no es un orden parcial, falla la antisimetria.



3. Sean (0,<q), (1, <p) € T, decimos que 0 <7 p si y sdlo si (0,<y) =
(1, <p). También diremos que: o <7 1 siy sdlo si o # p y o <1 p.
Queda como ejercicio verificar que (7,<7) es un orden parcial.
.Es un orden lineal?

Diremos que un orden lineal es menor que otro de acuerdo a =< si la funcién
que existe es un ”encaje”, es decir una funcién inyectiva que es un morfismo de
orden. El encaje se da cuando uno de los 6rdenes posee una ”copia” del otro.
En los 6rdenes lineales finitos basta comparar su tamano para poder comparar
su tipo de orden.

Lema 1.1. Todos los ordenes lineales finitos son buenos ordenes.

Pba. Sea (S,<g) € COTO tal que | S |= n para alguna n € w. Sea A C S,
como S es finito: A = {x¢,...,x;} para alguna j < n. Siyg := xo y definimos
para cada mt < j, y,+ := mine {Ym, Tm }, asi y; = min  A. 1

Prop. 1.1. Todos los érdenes lineales finitos y equipotentes tiene el mismo tipo
de orden.

Pba. Basta probar que cada orden lineal finito es isomorfo al niimero natural
al que es equipotente. Asi, dos 6rdenes lineales equipotentes a un mismo natural
son isomorfos a un mismo orden linea y por tanto isomorfos entre ellos.

Sea (S,<g) € COTO tal que | S |= n. Si definimos f : n — S como
f(0) = min. Sy para cadam®™ <n, f(m") =minc,{s € S| f(m) <g s} Por

cémo construimos a f, es inyectiva. Por tanto f[n] C S tal que | f[n] |= n, por
el lema de finitud f[n] = .5, y por lo tanto f es un isomorfismo entre (n, €) y
(S, <s) T

En la proposicién anterior es necesaria la hipotesis ”finitos”, no es cierto que
cualesquiera dos 6rdenes lineales equipotentes son isomorfos. Consideremos, por
ejemplo (w, €) y (wt, €). Es facil ver que son equipotentes, si f : w — w™ fuese
un isomorfismo, existirfa n € w tal que f(n) = w, por ser isomorfismo y w el
méximo de w™, n serfa el méximo de w lo cual es imposible.

De la proposicién anterior vemos que resulta conveniente considerar que w C 7.
De ser asi, ahora podemos calcular efectivamente el tipo de orden de todos los
ordenes lineales finitos. Usando el lema de finitud se puede probar también el
siguiente resultado que queda como ejercicio:

Vn,m € w(n € m <= n <7 m)

También, resulta conveniente que w € T pues asi podemos calcular el tipo de
orden de todos los érdenes lineales isomorfos a (w, €). Recordemos el siguiente
resultado:

Prop. 1.2. Cualquier buen orden, sin extremo derecho y tal que todo subcon-
Junto superiormente acotado alcance su mdximo tiene tipo de orden w



Pba. Sea (X, <) un buen orden que satisface las hipdtesis de la proposicién.
Definimos F : w — X tal que F(0) = min<X y para cada n € w, F(n") =
min<{zx € X | F(n) < x}, dado que X no tiene extremo derecho {z € X |
y < x} es no vacio para cualquiera y € X y por tanto estd bien definida. De la
misma definicién se sigue:

Vn,m € w(n <, m <> F(n) < F(m))

Y por tanto es un morfismo de orden inyectivo. Para ver que es sobre primero
observemos que Vn € w(F[n"t] = {z € X | 2 < F(n™)}, se prueba por induccién
sobre n. Si suponemos X \ Flw] # 0, existe a = min< X \ Flw]. Si a < F(n™)
para alguna n € w, a € F[n™] C F[w]. Entonces, a es cota superior de F[w].
Asi, Fw] alcanza a su méaximo, llamémosle q. Sea n € w tal que F(n) = q.
Como F es un morfismo de orden, F(n) = ¢ < F(n") € Flw] ! Por lo tanto,
X\ Flw] =0y F es sobre. T

En la proposicién anterior es necesaria la extrana hipétesis "y que todo sub-
conjunto superiormente acotado alcance a su maximo”, por ejemplo si consid-
eramos: A = (1 — %)n@u U2 - %)n@, C R, entonces (A, <gr) es un conjunto
bien ordenado, sin extremo derecho, pero la sucesién (1 — %)new C A esté su-
periormente acotada y no alcanza a su méximo. No son isomorfos (A, <g) y

(w, €).

2 Ejemplos de Tipos de Orden

Intuitivamente, los tipos de orden son 6rdenes lineales reconocibles a simple
vista: los tipos de orden finito, el tipo de orden w. Ademas, cualquier orden
lineal lo podemos reconocer como un tipo de orden. En este apartado queremos
caracterizar a los tipos de orden (Z, <z),(Q, <g) v (R, <r) asi como lo hicimos
con (w, €).

Prop. 2.1. Cualquier orden lineal sin extremos que satisfaga que cualquier
subconjunto inferiormente acotado alcanza a su minimo y cualquier subconjunto
superoriormente acotado alcanza a su mdzrimo tiene tipo de orden T(Z,<z) = (.

Pba. Sea (X,<x) € COTO tal que todo subconjunto superiormente acotado
alcanza a su méaximo y todo subconjunto inferiormente acotado alcanza a su
minimo. Basta demostrar que (X, <x) ~ (Z,<z)

Sea ay € X, vamos a construir el ismorfismo por partes donde ag juega el papel
de ser el 0, quienes estan por < x-arriba juegan el papel de los enteros positivos
y los que estdn por < x-abajo el de los enteros negativos. (Hacer un dibujo).
Sean XT:={r € X |ay<xa}yX ={zeX|x<xao}

Como X C X esta inferiormente acotado, podemos garantizar que: (XT, <x
) € COBO, como ademds todo subconjunto superiormente acotado alcanza su
maximo tenemos las hipétesis de la proposicién anterior y podemos concluir que
(Xt <4) = (w,€) ~ (Z1T,<z) .



Faltarfa demostrar: (X, <x) ~ (w,d) ~ (Z~, <z), es decir que X~ es isomorfo
al orden invertido de w. La prueba es un dual a la prueba de la proposicion
anterior y es muy recomendable para el lector hacerla como ejercicio. T

La prueba nos deja ver dos caracteristicas interesante de Z: como un orden
Z es "pegar” a w con su orden invertido desde el 0 y no importa cuél elemento
de Z reconozcamos como el 0 (en el sentido en el que dado cualquier entero,
podemos encontrar un automorfismo que manda al cero en ese entero).

Para las pruebas anteriores usamos fuertemente el teoremea de recursiéon para
w, para caracterizar el tipo de orden de (Q, <g) utilizaremos una técnica muy
importante dentro del drea de la logica matematica ”back and forth”. Constru-
iremos un isomorfismo intercalando elementos del dominio y de la imagen para
asi poder decidir el valor que toma el isomorfismo.

Teo. 2.1. (Cantor, 1895) Cualquier orden lineal denso, sin extremos y numer-
able tiene tipo de orden 7(Q, <q) = 7.

Pba. Sean (X,<x),(Y,<y) € COTO, densos, sin extremos y numerables.
Basta ver que son isomorfos.

Sean X = {z, |n €w},y Y = {y, | n € w} enumeraciones de X e Y.

Vamos a definir recursivamente dos sucesiones {a,} v {b,} y un isomorfismo
f: X =Y tal que f(ay,) = by.

Base: Definamos ag = zg y bg = 9o.

Sea n € w, supongamos que hemos definido ay y by para cada k < n. Ahora,
definamos a, y b,. Hay dos casos:

1. Si n es un ntmero impar:
Definimos b,, como el primer elemento de acuerdo a la enumeracién de Y
que no aparezca en la lista {by | £ < n}. En simbolos: b, = y; donde
j=min{k € w | yr # bm,m < n}. j estd bien definido pues Y no tiene
extremos.
Definimos a,, como el primer elemento de acuerdo a la enumeracién de
X que guarde la misma relacién de orden que b, con los by, k < n. En
simbolos, hay tres casos:

(a) Si b, se encuentra entre dos elementos de la lista {by | k¥ < n},
tomamos b, y bs el antecesor y sucesor inmediato de b,. Definimos
an = x; donde

j=min{k €wla, <x xr <x as}
(b) Si by, es el méximo de la lista, a, = x; donde

j=min{k € w|am <x T, m < n}
(c) Sib, es el minimo de la lista, a,, = z; donde

j=min{k € w | zk <x Tm,m < n}



2. Analogamente, si n es un numero par hacemos lo mismo sélo que ahora
escogemos a a, primero y después a by,:
Definimos a,, como el primer elemento de acuerdo a la enumeracién de X
que no aparezca en la lista {ar | £ < n}. En simbolos: a,, = z; donde
j=min{k € w | xx # by, m < n}. j estd bien definido pues X no tiene
extremos.
Definimos b,, como el primer elemento de acuerdo a la enumeracién de
Y que guarde la misma relacién de orden que a, con los ax,k < n. En
simbolos, hay tres casos:

(a) Si a, se encuentra entre dos elementos de la lista {ar | £ < n},
tomamos a, y as el antecesor y sucesor inmediato de a,,. Definimos
b, = y; donde

j=min{k €w| b, <y yr <y bs}
(b) Si a, es el maximo de la lista, b, = y; donde

j=min{k € w| by <y yr,m < n}
(c) Siby, es el minimo de la lista, a, = z; donde

j=min{k € w | yr <y bpm,m < n}

Por c6mo hemos construido las sucesiones, se sigue inmediatamente que la cor-
respondencia a,, — b, es inyectiva y un morfismo de orden. Ahora queremos
probar que X = {a, |n €w}yY = {b, | n € w}. Ya tenemos una contencion,
por induccién probemos que: {z, | n € w} C {a, | n € w}.

Claramente, como xy = ag, Zg € {a, | n € w}.

Sea n € w, supongamos que para cada k < n xp € {a, | n € w}. Sea
N = maz{j € w | a;j = zp,k < n}, el maximo indice que alcanza la lista
{zx | k <n}en {a; | j € w}. Hay dos casos:

Si x,, = a; para alguna j < N, entonces z,, € {a; | j € w}.

Si para toda j < N, z, # aj, es decir que es el primero en la numeracién de
X que no aparece en la lista {a; | j < N}. Si N es par, ayy1 = @n, y si N es
impar ay42 = Tp,.

Concluimos que X = {a, | n € w}.

La prueba Y = {b,, | n € w} es andloga.

Por lo tanto, la correspondencia h : X — Y definida por h(a,) = b, es un
isomorfismo. 1

Observen que en la prueba utilizamos el teorema de recursién para w es una
de sus variantes mas fuertes, recursién por curso de valores. También, al hacer
la prueba por induccién utilizamos la técnica de ”induccién fuerte”. Mientras
que la recursién es un mecanismo de construccién y la induccién un mecanismo
de prueba el proceso es andlogo. Lo hacemos en el cero, lo suponemos hecho
para todos los anteriores de un natural arbitrario y lo hacemos sobre ese natural.



La proposicién anterior es uno de los resultados mads significativos para la teoria
de orden pues tiene como consecuencia el siguiente corolario:

Coro. 2.1. Cualquier orden lineal numerable y denso se encaja en (Q <g). Es
decir, si i € T es denso y numerable, p <7 .

El dltimo tipo de orden que nos queda por caracterizar es el de (R, <g). Los
reales son los racionales sin hoyos, fin. Esa es la caracterizaciéon que buscamos.
Para construir a los reales tomamos a los racionales y los completamos. De
esa ”completacién” logramos aumentar la cardinalidad del orden, los racionales
tienen mas hoyos que elementos. Cualquier orden lineal que sea isomorfo a los
reales debe tener una copia de los racionales sumergida, la cual completa. En
topologia y en teoria de orden esa propiedad tiene un nombre:

Def. 2.1. Decimos que un orden lineal (X, <x) es separable si existe D C X
denso y numerable.

Para construir a los reales a partir de los racionales, el semestre pasado, uti-
lizamos la misma construcciéon de Cantor, a través de sucesiones de Cauchy.
Deciamos que un orden lineal era completo si lo era como espacio métrico
(topoldgico), es decir si toda sucesién de Cauchy es convergente. Para érdenes
lineales, la nocién de completo la podemos caracterizar también a través de
supremos e infimo (como en Célculo I). Que quede como ejericio porbar el sigu-
iente:

Lema 2.1. [AE] En un orden lineal, son equivalentes: Toda sucesion de Cauchy
es convergente. Todo conjunto superiormente acotado tiene supremo. Y, todo
conjunto inferiormente acotado tiene infimo.

En 6rdenes lineales, sélo existe un denso numerable, los racionales, entonces
cualquier completacién de un denso numerable es una completacién de los
racionales, entonces cualquier completacién de un denso numerable es isomorfa
a los reales. Probémoslo:

Prop. 2.2. Cualquier orden lineal sin extremos, separable y completo tiene tipo
de orden T7(R,<g) = A

Pba. Sean (S,<g),(M,<pr) € COTO sin extremos, separables y completos.
Sean Dg € Sy Dy € M densos numerables. Por la proposicién anterior
(Ds,<s) ~ (Dam,<m), sea pues h : Dg — Dy isomorfismo.

Definimos f : S — M como f(z) = sup{h(a) | a € Dg ANa <g x}



