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PRESENTACION

Esta publicacion forma parte de la Serie TEMAS
BASICOS, preparada por la Asociacion Nacional de Uni-
versidades e Institutos de Ensefianza Superior. En cada
una de las dreas de Matematicas, Ciencias Naturales, His-
toria y Ciencias Sociales, y Lengua y Literatura, la Serie
ofrece los temas vertebrales de los cursos correspondientes
en el nivel de ensefianza preparatoria o bachillerato. Algu-
nos de los temas serdn utiles también como auxiliares para
repaso en el inicio del ciclo profesional o como fuente de
conocimiento para el lector autodidacta.

Dentro de la intencion diddctica con que han sido
elaborados los materiales, cabe destacar los propdsitos de
claridad, concisién y, en la medida de lo posible, desarrollo
auténomo de los temas. En cada caso, se han incorporado
al texto ejemplos, preguntas o ejercicios. En ocasiones, las
preguntas o los ejercicios se acompaiian de sus correspon-
dientes resoluciones. Se recomienda que el lector intente su
propia respuesta, antes de ver la que el autor ofrece.

Excepto en el drea de Historia y Ciencias Sociales, en
donde se utilizaron trabajos de autores extranjeros, en el
resto se contd con la valiosa intervencién de destacados
cientificos e intelectuales mexicanos. La coordinacion ge-
neral de la Serie estuvo a cargo del sefior Lic. Hugo Pa-
dilla. Los sefiores doctores Emilio Lluis, Francisco Medina
Nicolau, Romeo Flores y Luis Rius, coordinaron, respecti-
vamente, las dreas de matematicas, ciencias naturales, his-
toria y ciencias sociales, y lengua y literatura.

LIC. ALFONSO RANGEL GUERRA
SECRETARIO GENERAL EJECUTIVO

ASOCIACION NACIONAL DE UNIVERSIDADES
E INSTITUTOS DE ENSENANZA SUPERIOR.
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INTRODUCCION

En este folleto pretendemos exponer el minimo de
material necesario para trabajar con soltura los concep-
tos de Limite y Derivada. Suponemos que el lector esti
familiarizado con operaciones entre conjuntos, asi como
con los axiomas de los nimeros reales y su manejo.

Queremos aclarar que parte del material que el lector
debe conocer estd enunciado en forma de ejercicios,
mismos que es conveniente resolver en grupos de tra-
bajo. Insistimos en este método, pues creemos que es
en la discusién donde podemos aclarar los conceptos.

M. L. M



1. ALGO SOBRE R
1.1 Desigualdades.

En este parrafo estudiaremos la relacion de orden <
definida entre nimeros reales. Sabemos que si @ y b son
dos elementos de R, a < b, quiere decir que el nimero
a es menor que el nimero b. También, podemos expre-
sar esto diciendo que el nimero b es mayor que el nime-
ro a, escribiendo b > a.

A menudo es util usar las relaciones “mayor o igual
que...” que se denota por > y “menor o igual que...”
que se denota por <. Asi, a < b se leerd “a es menor
que b” y b > a se leerda “b es mayor que a”. Estas dos
afirmaciones son equivalentes. Andlogamente, a < b se
leerd “a es menor o igual que b” y b > a se leerd “b
es mayor o igual que a”. -

Debemos recordar que la relacién de orden < se define
cumpliendo los siguientes axiomas:

i) Siay b son dos nimeros reales cualesquiera, se
tiene quea < b6a=>bo6b < a. (Ley de la tri-
cotomia). .

ii) Si a, by c son tres nimeros reales tales que
a< byb < c entoncesa < c. (Ley transitiva).

iii) Si a y b son nimeros reales tales que a < b y
¢ es un nimero real arbitrario, entonces

at+tc<b+c

iv) Si ay b son nimeros reales tales que a < b y
¢ es un numero real tal que 0 < ¢, entonces

ac < bc
9



Diremos que un nimero real a es positivo si a > 0
y negativo si a < 0. Diremos que dos nimeros tienen
el mismo signo si ambos son positivos o ambos son ne-
gativos. Dos numeros tendran distinto signo si uno es
positivo y el otro es negativo.

Hay varias propiedades de los nimeros reales con ésta
relacion < que serdn utilizadas en este folleto. La ma-
yoria las enunciaremos, el lector deberia intentar de-
mostrarlas.

Propiedad 1. Si a< b y c <d entonces
a4+ c< b+4d.

DEMOSTRACION.
a < by el axioma (iii) implican que
a+c<b+4c (1)
¢ < dy el axioma (iii) implican que
b+c<b+d (2) .
(1), (2) y la ley transitiva (axioma ii)) implican que

a+c<b+d
Q.E.D.
Propiedad 2. Si a < b entonces —a > —b

Propiedad 3. Si a < by ¢ < 0 entonces ac > bc

DEMOSTRACION. Si ¢ < 0, por la propiedad 2,
—c > —0, es facil demostrar que

—0 = 0, tenemos por lo tanto que —c > 0.

Entonces, a < b, —c > 0y el axioma (iv) implican
que ‘
a(—c) < b(—c)

o lo que es lo mismo —(ac) < —(bc),
esta desigualdad y la propiedad (2) implican que

ac > bc

Q.E.D.
10



Propiedad 4. Si a es distinto de O entonces a* > 0

Propiedad 5. Si 0< a<b y 0<c<d, entonces
ac < bd

Propiedad 6. Siay b tienen el mismo signo, entonces
ab < 0. Siay b tienen signos distintos, entonces ab < 0.
Esta propiedad es la ley de los signos para la multipli-
cacion.

Demostraremos sélo el caso en que a y b son negati-
vos. Es decir a< Oy b <O.

Consideremos la desigualdad a < 0, al multiplicar am-
bos lados de ésta por b, que es negativo, por la propiedad
3 la desigualdad cambia de sentido, es decir: ‘

ab > 0b

No es muy dificil demostrar, utilizando los axiomas de
los nimeros reales, que 0b = 0, por lo tanto:

ab >0
Q.E.D.

Propiedad 7. Si a es un ndmero distinto de 0, entonces
a’! tiene el mismo signo que a.

Propiedad 8. Si a y b tienen el mismo signo y a < b,
entonces a! > bl '

Demostraremos sélo el caso en que a y b son positivos.
Consideremos la desigualdad a < b;— (1)

a> 0y la propiedad 7 implica gue a* > 0, ahora
bien por la propiedad 3 podemos multiplicar la desigual-
dad (1) por a! sin alterar su sentido, es decir:

aa! < ba?
pero a - at=1
por lo tanto 1 < ba (2)
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Como b es positivo, entonces, por la propiedad
7; b-1 > 0. La propiedad 3 me permite multiplicar ambos
laélos de la desigualdad (2) por b-! sin alterar su sen-
tido, asi: . v

bl < (bat)b?
de ahi b! < a'(bb1)

como bb! =1, tenemos que b! < al. v
Q.E.D.

Propiedad 9. Si a>> 0 y b= 0 y a2 > b2, entonces
a>b.

Propiedad 10. Si a> 0 y b> 0 y a> b, entonces
@ >b?,

Propiedad 11. Si b > 0, entonces a® > b2 si y sélo si
a>\/b o a< —\/b.

Propiedad 12. Si b > 0 entonces a2 < b si y sblo si
—Vb < a<~\/b.

Lo importante de estas propiedades es saber utilizarlas
para resolver desigualdades.

Ejemplo. Encontrar los valores de x para los cuales

2x +1>x—2.
Soluciodn.
2x+1>x—2
2x+1>x—2—1
2x>x—3
2x —x>x—3—x
x > —3.

Es decir, los valores de x para los cuales se cumple
que 2x 4+ 1 > x — 2, son los elementcs del conjunto
de los nimeros reales tales que son mayores que —3.

12



Ejemplo. Encontrar los valores para los cuales x satisface
X24+x—2>0

Solucion.
Completando cuadrados tenemos que

1

ey g 1.9
por el axioma (iii) x* 4 x 1 > 1

por lo tanto  (x 4 %)2 >%

Por la propiedad 11:

L 13 1 3
T52>3 © ¥F3<—3

estoes x>1 o x< =2

Es decir, el conjunto de los valores para los cuales
x satisface x2 + x—2 > 0 es el de los nimeros que son
mayores que 1 6 son menores que —2.

Ejercicio 1. Demostrar, utilizando los axiomas de los
numeros reales, que:

a) —0=0
b) a 0 = 0 para cualquier a e R.
¢) a(—c) = (—a)c = —(ac).

Ejercicio 2. Demostrar, utilizando los axiomas de or-
den y la propiedad 4, que:

a) 1>0 ; b)2>0

Ejercicio 3. Demostrar las propiedades 2, 4, 5, 6, 7, 8,
9 10, 11 y 12.
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1.2 Intervalos

Con frecuencia interesa el estudio de funciones defi-
nidas en ciertos subconjuntos de los nimeros reales lla-
mados intervalos, definiremos aqui dichos subconjuntos.

Consideremos dos nimeros reales a y b, supongamos
que a < b. Llamaremos intervalo abierto a, b; al conjun-
to de nimeros reales que sean mayores que @ y menores
que b, denotaremos este conjunto por (a, b), asi:

(a, b) = [xeR|a<x<b}

Debemos notar que tanto el numero a como el nime-
ro b no son elementos del conjunto (a, b), ‘pues si bien
es cierto que a < b, no lo es que a < a. Analogamente
a < b, pero no es ciérto que b < b."

También podemos decir que no hay algin nimero que
sea el maximo de (a, b), es decir, el mayor niumero del
conjunto (a, b). Para demostrar esto haremos ver que
dado cualquier elemento M de (a, b), siempre es posi-
ble encontrar algin elemento de (a, b) que esté a la de-
recha de M, es decir, que siempre podemos encontrar
algiin elemento de (a, b) que sea mayor que M.

Sea M € (a, b). Esto implica que a < M < b, demos-
M4+ b

traremos que el nimero

es mayor que M y me-
nor que b.

DEMOSTRACION.

Como M < b
entonces M + M < b 4+ M por el axioma (iii) de orden

por lo tanto 2M <M + b
porque 14+1=2y b+ M= M—.Fb

M4+ b

entonces M < —, —— (1)

14



esto altimo por la propiedad 7 y el axioma (iv).
Nuevamente, como M < b

entonces M + b < b + b por el axioma (iii)
M4 b<2b

M4 b
2

<b (2)

(1) y (2) implican que

M+ b

M
< 2

<b

Como a < M, por la transitividad del orden tenemos
que -

b
por lo tanto € (a, b) y es mayor que M.

Q.ED.

De manera ansloga, se puede demostrar que no hay al-
gin ndmero elemento de (g, b) que sea menor que to-
dos los demas elementos de (a, b).

Entre los intervalos abiertos, hay dos tipos que nos
interesaran particularmente:

Si a es un numero real denotaremos por (a, «) el
conjunto de todos los nimeros mayores que a, es decir:

(a,0) = [xeR|a<x }.

Si b es un numero real, denotaremos por (—oo, b)
el conjunto de todos los nimeros menores que b, es decir:

(—oo,b):{xeRlx<b}.
15



El intervalo cerrado a, b; es el conjunto de nimeros
que son mayores o iguales que a y menores o iguales
que b. Este conjunto lo denotaremos por [a, b], asi:

[a,b]:{xeR|a<x<b}.

En este caso los nimeros a y b si pertenecen al con-
junto [a, b]. En el caso de a, a<< b porque a < b y
a < a porque a=a. Por lo tanto, a <<a<b y en
consecuencia a € [a, b]. De manera aniloga se demuestra
que b € [a, b].

Aqui podemos afirmar que hay un elemento de [a, b],
a saber b, que es mayor o igual que todos los elementos
de [a, b]. ;Ustedes creen que haya un elemento minimo
en [a, b]? )

Definiremos intervalos semiabiertos o semicerrados
(a, b] :{xeR|a <x<b]
[a,b):{xeRla <x< b}

En particular nos interesan:
(—w,bl={xeR|x > b}

yla, ©) ={xeR|a > x}.

Podemos expresar el conjunto de los nimeros reales
€omo:

R=(—w, )

Ejercicio 4. Sea (g, b) un intervalo abierto, demuestra
que a¢ (a, b).

Ejercicio 5. Sea (q, b) un intervalo abierto, demuestra
que no hay algin elemento de (a, b) que sea menor que
todos los demas elementos de (a, b).

Ejercicio 6. Si [q, b] es un intervalo cerrado, demues-
tra que si hay un elemento de [a, b] que es menor o igual
que todos los elementos de [a, b]. Di cuil es ése elemento.

16



1.3 Distancias y vecindades

Si a es un ntimero real, definiremos el valor absoluto
de a como la distancia del nimero a al nimero cero.
Denotaremos esto por [a], es decir |a| = d(a, 0),
p.ej. |3|=d(3,0)=3; |—1524| = d(— 1524,0) = 1524.
Definimos |a| formalmente como:
l|a| =a si a >0
y |a| = —a si a <0,

asi, [4] = 4 ya que 4 > 0; [—13|=—(-13) =13 ya
que —13 <0 _

Este valor absoluto cumple las siguientes propiedades:

i) [a| =0y |a =0 siyslosia=0
ii) |ab| = la| |b]
iii) |a + b] < |a| 4 |b|. (desigualdad del tridngulo)

Es facil comprobar que éstas propiedades se cumplen,
y el lector deberia hacerlo. '

Si ay b son dos nimeros, la distancia de a a b, d(a, b),
la denotaremos por |a—b|, y asi la distancia d(—3, 5)
= |—3 —5| = |—8| =d(-8, 0) = 8.

Tomando esto en cuenta, tenemos que |[a—>b| < ¢ que-
rra decir que la distancia del nimero a al nimero b es
menor que el nimero c. Si decimos que queremos en-
contrar los valores para los cuales |[x—3| < 5, plantea-
mos encontrar el conjunto de nimeros que disten del nd-
mero 3 en menos de 5.

i d Lot
4 5 6 7 8 Yeee




Este concepto de distancia cumple las siguientes pro-
piedades.

i) d(a,br)>0 y d(a,b) =0 siy sélosia = 1>
it) d(a.b) = d(b, a)
iii) d(a,b) 4+ d(b,c) > d(a,c)

Traduciendo en términos de la notacion:

i) la—b|=0y |[a—b|=0 siysblosia=1»b
i) |ao—b| = |b—a]
iii) |a—b| + |b—c| =2 |a—c|

Echaremos mano de todo esto para definir el concep-
to de vecindad. Si a es un numero real, la vecindad (abier-
ta) de a de radio r (r > 0) es el conjunto de reales cuya
distancia al nimero a es menor que r y se denota por
V.(a), asi:

Ve(a) = [xeRld(x,a) < r}.
Usando la notacién convenida para la distancia entre
dos puntos:
Ve(a) = {xeR] |x—a| < r }
Dado aeR y r > 0 podemos construir el intervalo

abierto (a—r, a+r). Demostraremos que este conjunto
y Vr(a) son iguales.

AFIRMACION. Si aeR y r > 0, entonces
Ve(a) = (a—r, a+r).
18



DEMOSTRACION

Para demostrar la igualdad de dos conjuntos, debemos
verificar que el primero es un subconjunto del segundo,
y que el segundo es un subconjunto del primero. En este
caso hay que verificar que: :

(a) Vr(a)S(a;——_r, a+r)
(b) (a—r, a+r)cVe(a)

(a) Si x es un elemento arbitrario de V:(a), entonces
d(x,a) < r es decir |x —a| < r, esto quiere decir (ver
ejercicio 9) que —r < x — a < r. Consideremos la des-
igualdad de la izquierda —r < x — a; por el axioma
(ili) de orden: a—r < x. Consideremos ahora la des-
igualdad de la derecha x —a < r; por el axioma (iii)
de orden: x < a4 r. Es decir, que a—r <x<a-+1r;
entonces por la definicién de intervalo abierto

xe(a—r,a+r), '
demostrando que V:(a)S(a—r, a+r).

(b) Si x es un elemento arbitrario de (a—r, a4+ r)
cumple con a —r < x < a + r. La desigualdad del lado
izquierdo implica que —r < x — a. La del lado derecho
que x —a < r, es decir: —r < x—a < r. Por el ejer-
cicio 9; |x — a| < r, es decir, d(x, a) < r y por lo tanto
x € Ve(a). Hemos mostrado que
(a—r,a+r)CVe(a).

(a) y (b) implican que Vi(a) = (@ —r, a+7r)

Q.E.D.

Lo importante del resultado de la afirmacion es que
cualquier vecindad de un punto puede expresarse como
un intervalo abierto en la recta real, y cada intervalo
abierto (a, b) no es mas que una vecindad de su cen-
tro, de radio la mitad de la longitud del intervalo, es de-
cir:

D a—+b
(a’b)_Vb—a( 2

2
19
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Ejemplos
a) Vi(—2) =(—3,—1)

L — (——) }

—4. —3 —2 —1 0

b) V(1) = (—2, 4)

9 11
c) V1 ) = (—— ——)

2

— = 4.5 — =55
2 2

Unos conjuntos que nos serdn utiles son vecindades
sin su centro que llamaremos vecindades agujeradas o
vecindades reducidas. Si a e R 'y r > 0, la vecindad agu-
jerada de a de radio r se denota por Vr(a) y es el con-
]unto de puntos que distan de a en menos que r y en
mds que 0, es decir

Ve(a) = {xeRI0 < d(x, a) < r}

o Vi(a) = {xeR|0< |x — a] <r}
Vemos que a ¢ V:(a), ya que d(a, a) =0 (ver pro-
piedad (i) de la distancia). Para que un real x perte-

nezca a V.(a), debe cumplir, ademés de d(x,a) <r,
con d(x,a) > 0; condicién que no cumple a.

20



Vemos también que Vi(a) =(a—r, a+r1) — |a ’
p- €j.

Va(—1) = (=3, 1) — | —1} = (=3, —1Du (—1, 1)

asia=0

Ejercicio 7. Demuestre que si |a| = .
) 4 la| —asia<0

entonces
a) la|=0y laj=0 siysdlosia =0
b) |ab| = |al.|b|
¢) |a+ bl <lal + |b|

Ejercicio 8. Sea f: R—> R tal que f(x) = |x|, ¢es f
una funcién? Dibuja la gréfica.
Ejercicio 9. Demuestra que [a| < b si y sélo si

—b <a<b.
Ejercicio 10. Sea a € R y m un ntimero. Encuentra r
tal que m € V.(a). (Es r unico?

Ejercicio 11. Expresa como intervglo: Vs(1), Vi1 (4),

3
Vs(§—>. 7u(0), V, (—2), Va(m).

Haz una figura en cada caso.
Ejercicio 12. Expresa como vecindades: (1,2); (—3,5);
(—1,5); (0.08,36); (2,3) U (3,4),
(—8,—=5)U (-5, —2).
Haz una figura en cada caso.
21



2. FUNCIONES

2.1 El concepto de funcién

Supongamos que tenemos dados dos conjuntos, A y B,
y una manera, o ley o lista que asocia a cada elemento
del conjunto A4, uno y sélo un elemento del conjunto B.
Decimos entonces que tenemos dada una funcién f defi-
nida en A4 y con valores en B.

Es decir, una funcion consta de tres cosas, a saber: Un
conjunto A llamado dominio de la funcién; otro conjunto
B llamado el contradominio o codominio de la funcién, y
una regla de correspondencia f, que asocia a cada elemento
del conjunto A, uno y sélo un elemento del conjunto B.

Denotamos esto por: f: A —— B que se lee “f va de
A a B”. Si x es un elemento de A4, entonces, €l elemento
de B asociado a x por medio de la funcidn, se le denota
por f(x), que se lee “f de x”, y se llama “la imagen de x
bajo f’. Esto puede ilustrarse:

f

/\

FIG. 2-1
22



~ A menudo, en un abuso dc lenguaje, sucle confundirse
"la funciéon (dominio, contradominio y regla de correspon-
dencia) con la regla de correspondencia, y decir: la fun-
cion f que va de A a B. Debe tcnerse claro que, para
tener definida una funcién, no basta dar su regla de
correspondencia; hay que aclarar cudl es el dominio y el
contradominio de la funcién, y corroborar que la regla
de correspondencia asocia a cada elemento del dominio,
uno y solo un elemento del contradominio.

Ejemplo.

Supongamos que A es el conjunto de personas vivas y
B el conjunto de los numeros naturales {1, 2, 3,.. ]
Consideremos ahora la siguiente regla de corresponden-
cia: A cada elemento de A, es decir, a cada persona viva,
asociémosle su edad en afos, es decir, un elemento del
conjunto B.

Tenemos definida una funcién. El dominio de la fun-
ci6n es A, el contradominio de la funcién es B, y la regla
de correspondencia: “a cada persona viva le corresponde
el nimero que representa su edad en afios”. Esta manera
de asociar a cada persona viva un nimero natural, cum-
ple con asociar a cada elemento del dominio de la fun-
cién uno y sélo un elemento del contradominio, ya que a
cada persona viva le corresponde al menos una edad, es
decir, no hay personas sin edad; y a lo mas una edad, es
decir, nadie tiene dos edades (o tres, o mas).

Ejemplo.

Supongamos que 4 = {a,b,c,d,} ‘y B = {2,3,5,7,
11,13} , asociemos a cada elemento de 4 un elemento de
B por'medio de la siguiente lista:

{
= {23,5,7,11,13
23



En estc caso, la regla de correspondencia (llamémosle
h) asocia a cada clemento de 4 uno y sélo un elemento
de B. Por lo tanto, tenemos dada una funcién h: A—B
definida' en 4 con valores cn B y podemos decir que 2 es

la imagen de a bajo 4 o brecvemente A(a) = 2. De la
misma manera:

h(b) =5, h(c) = 3, h(d) = 11.

Si X C Dy definiremos el conjunto
f(X) = {y €Cr |y = f(x) conxeX}.

Si f :A—B, el conjunto f(A) se llama la imagen de
la funcién.,

Ejercicio 13. Di si lo siguiente es o no es funcién:

a) Ds = dominio de la funcién = { a,b, c,d}
C; =, contradominio de la funcion = " {1,5,9,
11,12}

regla de correspondencia f tal que:
fla)y =1, f(b) =5, f(a) =11, f(c) = 12,
fd)y =9

b) D,= {bedef};Co= {abcdef]
regla de correspondencia g tal que:
g(b)=a, g(c) =b, g(d)=a, g(e)=e, g(f)=d.

c) f: A—B
4 =1{2468} ;B = [1,57,9)
f(2)=1, f(4)=17, f(8)=9

d) Dr = R (R denota al conjunto de los nimeros
reales)
Cn. =R

h(x) =x?, es decir, h: R = R, tal que h(x)=x%

e) D, = R, Cs = R, regla de correspondencia g,
tal que g(x) = \/x.
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Ejercicio 14. Siconsidero f: R — R tal que f(x) = -
X

di: ;es csto una funcion? ;Por qué? ;Cual cs el dominio?

Ejercicio 15. Da tres cjemplos de funciones que tengan
a los nimcros rcales como dominio y contradominio.

Ejercicio 16. Considera R cl conjunto dc los niimeros
rcales y da tres ejemplos de regla de correspondencia de
ciementos dec R con elementos de R tal que cl resultado
no sea una funcion.

2.2 Grafica de una funcion

Si f: A = B es una funcion definida en A4, con valo-
res en B y regla de correspondencia f(x), construiremos
un conjunto asociado a esta funcién. Llamaremos a ese
conjunto “la grafica de la funcién” y lo denotaremos por
Gy Este conjunto serd el conjunto de parejas ordenadas
tales quec cl primer clemento de cada pareja sea un ele-
mento de A (el dominio de la funcion) y el segundo ele-
mento de cada parcja sea la imagen dcl primer elemento
bajo la funcién, asi:

Gy = | )| xedyy =[]

es decir, la grafica de la funcién es un subconjunto de-
terminado, del producto cartesiano A4 XB.

Si, por ejemplo, 4 = {ab,cde} ; B = {1,234}
y la regla h es h(a)=1, h(b)=3, h(c)=4, h(d)=2,
h(e)=1, tendremos que:

Gh = { (a,l), (b,3), (C’4)’ (d,2), (e,l) } .

En el caso de que el dominio y el contradominio de la
funciéon sean ambos R, la gréfica la podemos expresar
como un subconjunto del plano. Por ejemplo, si tenemos
f: R = R tal que f(x) = x*, la gréfica estard dada por
los elementos de R X R que sean de la forma (x,x?), asi
en la figura, la grafica de esta funcién estd dada por la
parabola y=ux>.
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flo=x4_ _____ -
[ (f(X) = (x,x?)

R

'
1
'
[
1
:
X

FIG. 2-2

Ejercicio 17. Di cual es la grifica de las funciones e
la tanda anterior de ejercicios. '

Ejercicio 18. Di cudl es la grafica de las siguientes fun-
ciones (ilustra con una figura, si es posible):

a) f: R > R tal que f(x)=x

b) g: R = R tal que g(x)=3

c) h: R = R tal que h(x)=x+42
d) f: R = R tal que f(x)=0

e) g¢ R = R tal que g(x)=(x+1)2
f) h: R = R tal que h(x)=senx .
g) f: R —> R tal que f(x)=cos x.

Debemos aclarar que trabajaremos exclusivamente con
funciones con valores reales, cuyo dominio sea un sub-
conjunto de R.

2.3 Composiciéon de funciones

Sif:4 - R y &: B = R son dos funciones tales que
el dominio de g estd contenido en la imagen de f, defini-
mos la funcién:

gof: Dy —> R.
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que llamamos “g compuesta con f” o “f seguida de g” con

regla de correspondencia (gof) (x) =g(f(x)). El dominio
Dy.s es el conjunto de puntos Dy cuya imagen estd en Dy;
es decir, Dgoy= | x€Ds|f(x)€Ds}

- g(f())
! | E _ =(gof)(x)

» +» R
x R f(x) R
FIG. 2- &
Ejemplo.

Si f: R = R tal que f(x)=x+42
y & R— R tal que g(x)=x?,
entonces gof: R = R tiene regla de corres pondencia:
(8of) (x) =g(f(x)) =g (x+2)=(x+2)3.

El lector debe notar que no es lo mismo gof que f-g.
En muchos casos s6lo una de las composiciones esta de-
finida.

Ejercicio 19. Sea f: R = R talque f(x) =x—2
1
y & R—{O }—* Rtal queg(x) :—x—.

a) Di cudl es el dominio de gof y cudl el de fog.

b) Di cuil es la regla de correspondencia de gof y cual
la de fog. (Son iguales?

2.4 Funeidén inversa

Sea f: A — B una funcién. Asociaremos a cada ele-
mento y € B un conjunto que llamaremos la imagen in-
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versa de y y lo denotaremos .por § '(y). Los elementos dc
este conjunto son los puntos de 4 cuya imagen sca y.

F'o) = {xed j(x) =y}

En el caso de que para todo y € B tengamos que f ' (y)
consta de solo un elemento, podremos definir una funcion
que asocie a cada y € B el tinico clemento en f7'(y). La
funcioén, asi definida, cs la funcion inversa de f que deno-
taremos por f . Entonces

f'“ B - A4y f'(y)=x donde f(x)=y.

Ejemplo. Sea f: R = R tal que f(x)=x+43.

Dado cualquier y € R sélo existe un Jumero x tal que
f(x) =y, a saber x—y—3. Entonces [ (y) =y—3.

Ejercicio 20. Di en cuales de los siguientes casos existe
la funcion inversa.

a) f: R > R tal que f(x)=x3
b) g: [0,2] = R tal que g(x)=x?

: 1
¢) h: (0,1) = R tal que h(x)Z—;

Ejercicio 21. Sea f: A = B tal que es posib e definir
la tuncmn mversa f1: B — A. Investiga cOmo se com-
porta f 'of y fof ". Di cudl es el dominio y contradominio
de cada una de esas funciones.

Sugerimos que este ejercicio se haga en grupos de
trabajo.
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2.5 Ejemplo de funciones

En este parrafo mencionaremos algunas funciones que
se utilizardn en los temas de limite, continuidad y deri-
vada. Sugerimos al lector dibuje la grifica de cada una.

a) La funcion idéntica en R que denotamos por
I: R > R cuya regla de correspondencia es
I1(x)=x.

b) Podemos expresar cualquier namero real ¢ como
una funcion constante que asocie a cada ndmero
real x el nimero c. '

c: R > R, c(x)=c.

c) Denotaremos por |x| a la regla de correspondencia
de la funcidén que asocia a cada numero real su
distancia al cero.

| 'R = Ry | [(x)=|x]=d(x,0).

d) Son importantes las funciones trigonométricas
sen x,cos x, tan x. Sugerimos al lector que con ayuda
de su trigonometria estudie el comportamiento de
estas funciones y averigiie en qué subconjunto
de R es posible definirlas.

2.6 Operaciones entre funciones con valores reales

Es posible definir operaciones de suma, resta, multipli-
cacion y divisién, entre funciones con contradominio real.
Consideremos las funciones f: 4 —> R con regla de co-
rrespondencia f(x) y g: A — R con regla de correspon-
dencia g(x). donde A es un conjunto arbitrario distinto
del vacio. La suma de estas funciones serd una funcion
cuyo dominio es 4, su contradominio R y su regla de co-
rrespondencia asociard a cada elemento x de A, el ele-
mento f(x) 4+ g(x) de R. La suma de estas funciones la
denotaremos por:

f+ g A — Rdonde (f + g) (x) = f(x) + g(x).

Esto lo podemos ilustrar de la manera siguiente:
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g(x)
f(x) R
A \/1
2 FIG. 2-3(a).

f(x)+g(x)=(f+§) (x)

R

A

FIG. 2-3(b)

Por ejemplo, si tenemos que f: R — R tal que
f(x) =x+ 1yg: R— Rtal que g(x) = x2, entonces

f+ g: R —> R tiene regla de correspondencla
(f + g) D=fx)+gx)=x*+x+1

Dada la funcién f: A — R definiremos la funcion
—f:. A — R como la funcién que tiene el mismo dominioy
contradominio que f y cuya regla de correspondencia es
(—f) (x) = —f(x), es decir, la imagen del elemento x
de A bajo —f es el inverso aditivo del nimero real f(x).
Por ejemplo, si f: R = R es tal que f(x) = 3x—1, en-
tonces —f: R = R tendrd como regla de corresponden-
cia (—f) (x) = — (f(x)) = — (Bx—1) = — 3x+1;
finalmente, (—f) (x) = 1—3x.

'Echando mano de las dos definiciones anteriores, de-
finimos: dados f: A &> Ryg: A = R con regla de co-

rrespondencia f(x) y g(x) respectivamente, la diferencia

o resta de funciones. La funcion
f—g: A - R
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va de 4 en R y la imagen de cada elemento x € 4 bajo

f—g es igual a la imagen de ese elemento bajo la funcion

4 (—g), es decir:

(F—8) (x)=(f+(—8) )(x)= f(x)+(—8)(x)
=f(x)+(—g(x)).

Por ejemplo, si f: R = R es tal que f(x) = 2x43y
g: R — R es tal que g(x) = x—1, entonces

(f—g) (x) = f(x) + (—&(x)),

—g(x) = — (x—1) = — x+1
entonces (f—g)(x) = 2x+4+3 —x+ 1
=x+ 4.

La multiplicacién de dos funciones se define de manera
analoga a la suma. Si f: A - Ryg: A - R son dos
funciones con regla de correspondencia f(x) y g(x) res-
pectivamente, su producto sera la funcién fg: 4 — R
con regla de correspondencia (fg) (x) = f(x) g(x) pa-
ra cualquier x € 4. Por ejemplo, si f: R — R es tal que

f(x) = x*+ 1yg: R - R estal que
g(x) = 4x + 2, entonces, la regla de correspondencia de
fe: R = R serd: (fg)(x) = f(x) g(x) =
(x241) (4x+2) = 4x® 4+ 2x* + 4x L 2.

Consideremos la funcién g: 4 - R que cumple con:

g(x) # 0 para cualquier x € A. Definimos la funcién

-;—: A — R con el mismo dominio y contradominio que g y

1
, es decir, la
g(x) .

es decir, la imagen de cada elemento x de A4 bajo la fun-

1
regla de correspondencia (—)(x) =
g

cion ? es el inverso multiplicativo del nimero real g(x)
que es siempre, por hipétesis, distinto de cero. Por ejem-
plo, si g: R — R es tal que g(x) = x* 4+ 1, entonces
1

1
—: R = R tendra regla de correspondencia (—) (x) =
8 g
1 1
g(x)  x+1
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Estamos ahora en condiciones de definir la division en-
tre dos funciones con valores reales. Si f:. 4> R y
g: A—>R son dos funciones con regla de corresponden-
cia f(x) y g(x) respectivamente, y ademds g(x) ?b 0
para cualquier x € 4, definimos la funcion

-—f—: A - R
8

L I .
como el producto de las funciones f y —, es decir,
8

—f(x) = (f- i)(x)
g g

1
= f(x) " (=) (x) -
g

L
- f(.X) g(x),

es decir, la imagen de cada elemento x de 4 bajo -f—

1
es la imagen de x bajo f:— que es, usando las definicio-
8

1
nes de producto y de —; nada menos que f(x)
£ g(x)
Por ejemplo, si f: R = R es tal que f(x) = x +2y

g R - R es tal que g(x) = x2+1, entonces

—;1 R - R tendrd como regla de correspondencia:
f _ I I x42
(—g—)(x) = f(x) ) =(x+2) P11 - ol

Ejercicio 22. Encuentre, en donde sea posible, f+g, —f,

1 1 f
g f—8& & f’_g'-’-f_’g—’f—

sea posible explica por qué:

, ¥ sus graficas. Donde no
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a) f: R— R tal que f(x)=x
g: R— R tal que g(x)=1
b) f: R—= R tal que f(x)=x+438
g: R—= R tal que g(x)=x42
c) f: R— R tal que f(x)=x*—1
g: R— R tal que g(x)=(x—1)=
d) f: R— R tal que f(x)= x — \] 2
g: R— R tal que g(x)=x*42
f: R——‘ ‘ — R tal f(x) = !
e) . 1 que — m

g: R—=R tal que g(x)=x+1

Ejercicio 23. ;Cémo definirias operaciones entre fun-
ciones, en caso de que los dominios fueran conjuntos
distintos? Es decir, si f: A — R tiene regla de correspon-
dencia f(x) y g: B — R tiene regla de correspondencia

1
g(x) y A#B, ;cémo definirias f+g, f—g, —f, —, i?
g

g

Se recomienda que este ejercicio se haga en grupos de
trabajo.
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