Complecion de los reales.

Definiciéon. Si X es un subconjunto de R, un numero
real 8 se dice que es una cota superior de X si, para
cualquier elemento x € X,se cumple que x < f5.
Analogamente, un nimero real a se dice que es una
cota inferior de X si, para cualquier elemento x € X,
se cumple que a < x.

Un subconjunto X de R se denomina acotado
superiormente (respectivamente acotado
inferiormente), si X tiene alguna cota superior
(respectivamente inferior). Se dice que X es acotado
si lo es superior e inferiormente.

Si X es un subconjunto de R acotado superiormente,
una cota superior s de X se denomina supremo de X,
escribiéndose x = sup X, si s es menor que cualquier
otra cota superior de X, esto es, si cumple las dos
condiciones siguientes:

1) x<sVxeX
Z2) Sib € XVx € Xentoncess < b.

De forma andloga, si X es un subconjunto de R
acotado inferiormente, una cota inferior i de X se
denomina infimo de X, escribiéndose i = inf X, sii es
mayor que cualquier otra cota inferior de X, es decir,
si verifica las 2 condigidnes siguientes:

1) i<xvVxeX
2) Sib < xVx € X,entonces b < 1.

Cuando el supremo s de un conjunto X cumple s €
X, se dice que el supremo de X es accesible y se
denomina entonces maximo de X, escribiéndose
Max X. Si el infimo de un subconjunto X pertenece a
dicho conjunto, se denomina minimo de X y se
escribe min X.



Ejemplos.-

a) El conjunto R{ = {x € R|0 < x}, no estd
acotado superiormente ya que no existe
ningan numero real B tal que x < B Vx € RE.
No obstante dicho conjunto estd acotado
inferiormente pues todo nimero real negativo
a es cota inferior de R¢ ya que se cumple
a<0<xVxeR{.

b) {l |n € N} Tiene cota inferior.
n

Tiene cota superior.
Tiene Max = 1.

Tiene min = 0.

¢) {-ln€Z&n =0}
Tiene cota inferior, como _71
Tiene cota superior, como 3.
Tiene Max = 1.
Tiene min = _71

d) -+ (-1)"n €N}
Tiene cota superior, como ;
Tiene cota inferior, comol.
Tiene Max = %

No tiene min.
Axioma del supremo.

Si S es un conjunto de nimeros reales no vacio y
acotado superiormente, existe sup S.

Teorema.- Si S es un conjunto de niumeros reales no
vacio y acotado inferiormente entonces S tiene
infimo.

Demonstracion. Sea m una cota inferior de § & H el
conjunto de las cotas inferiores. H es no vacio pues
m € H. H estd acotado superiormente por cualquier
elemento de S. Sea u el supremo de H. Entonces u =
inf S.

1) Vx € S se verifica u < x (u es cota inferior).
2) VYEH,y <u.
Por tanto u es el infimo de S.



Teorema: Sea S un conjunto no vacio de nlimeros
reales y acotado superiormente, entonces M =
supS ©1)x<MVx€ES

2)Ve > 0existex € Stalque M < x + ¢

Demonstracion: =§ Sea M = sup S entonces (1)
se cumple por definicion de supremo; para (2)
supongamos que 3¢ > 0 tal que ningin x € §
cumple (2), - M > x + e Vx € S, esdecir,x <M —
eVx€Sysetieneque M —e<xVx€S ~ M—¢
es una cota superior de S y M no puede ser entonces
supremo de S.Contradiccion a la hipotesis.

<9} Supongamos que se cumple

1) x<MVx€eS
2) Ve>03axeStalqueM <x+¢

Por reduccioén al absurdo, supongamos que Mes el

supremo de S, por (1) Mes cota superior de S. Sea

M’ < M una cota superior y tomamos € = M — M’
entonces siM cumple Q) M <x+e& > M <x+
M+ M' = M’ < x para algln x, contradiccién

pues M’ es cota superiorde S -~ M =supS. m

Propiedad Arquimediana.
Dados a > 0,b > 0, existe n € Ntal que na > b.

Demonstracion: Por contradiccion. Supongamos
que b = na Vn € N ysea S el conjunto de todos los
numeros na (n =1,2,...). Como S # @y b es cota
superior de S entonces 3y = sup S. Es claro que
na<u<bvn€N.También (n + 1)a<uvne
N ~n<u—adeSycomopu—a< uentonces
no es el sup S. Contradiccién al al hipotesis.

~ § no esta acotado, luego existe n € N tal que na >
b.



Teorema: Siaestalque 0 < a < % vn €N

necesariamente a = 0.

Demonstraciéon. Supongamos que
1
a < 0 entonces a < ~Vne€ N lo cual no puede

ocurrir pues los naturales no estan acotados . a = 0-

Teorema: (Densidad de Q en R). Six,y €
R tales que x < y, entonces existe un numero
racional r tal que x < r < y.

Demonstracion. Dado y > x, se cumple que

y —x > 0 y por la propiedad arquimediana 3n €

N tal que 1 < n(y — x) = ny — nx. Si la diferencia
entre dos nimeros es mauyor a 1 necesariamente
existe un numero entero entre ellos (m) esto es

. m
nx < m < ny en consecuencia se cumple x < o <y

.. m , .
en definitiva r = —es el nimero racional buscado.

Corolério: Si x,y € R son tales que x < y, entonces
existe un numero irracional z tal que x < z < y.

Demonstracion: Aplicando la propiedad de
x y
V2’2

. , . x y
existe un numero racional r # 0 tal que Z<r<%

. 2
En consecuencia x < ri/2 < y de manera que

densidad de Q en R a los niimeros tenemos que

2 , . .
z = /2 es el nimero irracional buscado.

Ahora vamos a justificar que ri2 ¢ Q. Supongamos
querWEQ:»ﬁ/E:S:)i/gzészz_:

V2 = % € Q contradiccion, - rV2 ¢ Q.



