Integrales Triples

Aplicaciones a Areas y Volumenes

Sea S una regién del tipo I dada por S = {(z,y)|a < z < b, ¢1(x) <y < @a(x)} si ponemos

f(z,y) =1 VY(x,y) € S obtenemos // dxdy = / pa(x) — @1 (z)dx. Asi pues las integrales pueden
s

a
emplearse para calcular areas.

Ejemplo: Hallese el drea de la regién R encerrada por la pardbola y = z? y la recta y =  + 2 Sea
D* C R? el recténgulo D* = [0,1]z[0,27] 22 =2 +2= (z —2)(z + 1) =0
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Integrales triples

Dada una funcién continua f : B — R donde R es algin paralelepipedo rectangular en R? podemos

definir la integral de f sobre B como un limite de sumas, partimos los tres lados de B en ”n”partes

iguales.
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H—\ E Bx . N donde Cjji € Byjk, el ijk-ésimo paralelepipedo rectangular o
P t_&:7 caja en la particién de By A, es el volumen de B;jy.
E=" Definicién: Sea f una funcién acotada de tres variables, defini-

da en B. La llamamos integral triple o simplemente integral de
f en B,y la denotamos

/__ . ¥ /dev , /Bf(:E,y,z)dr , ///Bf(a:,y,z)dxdydz
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Resultados andlogos a las integrales dobles que se cumplen para integrales triples.
= Las funciones continuas definidas en B son integrables

= Funciones acotadas cuyas discontinuidades estan confinadas en gréficas de funciones continuas son
integrables

Si B = [a,b] X [e,d] x [u,v]. Entonces tenemos las integrales iteradas

/uv/cd/abf(x,y,z)da:dydz /uv/ab/cdf(x,y,z)d /ab/uv/cdf(x,y,z)dydzdx

El orden de dx, dy, dz indica como se realiza la integracién como en el caso de 2 variables, se cumple el
teorema de fubini si f es continua, entonces las 6 posibles integrales son iguales. En otras palabras , una
integral triple se puede reducir a una triple integracién iterada.

La idea es considerar conjuntos acotados (cajas) W C R? tal que B C W. Asi dada dada f : W — R
definimos f que coincide con f en W y cero fuera de W. Si B es una caja que contiene a W y
OW esta formada por las gréficas de un ntimero finito de funciones continuas, f sera integrable y

/W F(a,y, 2)dv = /b Fa,y, 2)dW

Una regién W es de tipo I si:
L a<z<b ¢i1(x) <y<a(z) ¢i(z,y) <z <po(n,y)
2. c<y<d i(y) <z <Paly) mz,y) <z <e(r,y)

Una regién es de tipo II si se puede expresar como 1. y 2. intercambiando = y z. W es del tipo III si se
puede expresar como 1.y 2. con y y z intercambiados.

Una regién W que sea del tipo I, II y III se llama del tipo IV.

z= y(x, )
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el frente v la parte los lados 1mquierdo
posterior son v derecho son
superficies = =p(y, z) superficies y=4d(x, y)

la tapa ¥ el fondo
son superficies z=v{x, v)

Un ejemplo de una regién del tipo IV es la bola de radio r, x2 + 32 + 22 < r?
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Ejemplo: Verificar la férmula para el volumen de la bola / dr = ?ﬁ donde W es la bola
w

unitaria z2 +y? + 22 < 1

A

z=y,(x, ) =41 —x2-y2

b
/—
y=¢,(x)=—AT1-x2 >,_741—¢)(x) A 1—x2

W

x T—z=y &) =122

Sol. la region W es del tipo I pues
—-1<z<1 , —V1I-22<y<vV1—-22 | J1—-a22—9y2<2</1—22%2—192

o (1—a?—y?)3
Zt

(1-a*)3  p(1—a®—y*)? )2
/ dr = / / / dzdydx = / / dydz =
(1— x2)2 1— x2—y2)2 1— x2)2

1
—(1-a2-y?)}

1

1

(1—z2)2
= 2/ / hacemos a = (1 — 2?)
1— m2)2

1 a 1 2 1 3 1 4
=2/ / (a2—y2)%dydm:2/ ﬂdac:w/ 1-2%de=n(z—2)| =2n
—1J—a -1 2 1 3 1 3

Ejemplo: Sea W la regién acotada por los planos z = 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 22 + 32

x>0, y>0. Calcular / rdxdydz
w

N

Sol. La regién W estd esbozada 2% 4+ ¢? < 2 < 2

Vista como region tipo I
0<z<V2
0<y<+v2—a2
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hacemos u=2—22, 2=0 = u=2 du= -2z, x=+2 = u=0 entonces tenemos
0 2 ) 3
1—/u%du:1 2 us _1(2 2%:3(2%):272:8‘/5
3 9 3\5 o 3\5 15 15 15

Cambiando el orden de intagracién tenemos

0<2<2, 0<y<+z, 0<z</z2—9y2

1
22 _ 1 2
/ xd:vdydz—/ / / xdxdydz-/ / Y dydz-i/ z
0
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= 7(2) 2 =
0o 15 15

Ejemplo: Obtener el volumen del solido del primer octante limitado por las graficasde z = 1—y? y =

20 yr=3

vl
I

r=1=1~7 " by La integracion con respecto a 2z serfa de
| 0<2<1—y2

la proyeccién en el el plano zy es del tipo II
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Ejemplo: Considere la integral reiterada I = fo fo fo mdezdydx

Mostrar que sus limites de integracién definen una regién que se puede tomar indistintamente como
cualquiera de las seis formas posibles y cambiar el orden de integracion para obtener las otras formas de
integrales reiteradas.
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/ / / xyzdzdydx

L w Si 2 = 0(zy) Si x = 0(y2) Siy = 0(z2)

20+ =6 3z4+2y==6 32+ =6

Si y es fija
0<y<3
0<x<6—2y
0<Z<u

6:2y

2—y =
/ / / xyzdzdxdy

0<2r<6-32

6—x—3z
0<y< o232
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xyzdydrdz

acyzdydzdx



En el plano yz (m =2- %y — z)
0<y<3
6—2
0<z< 5+
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