Unidad 4. Nameros Complejos Introduccion

Introducién a los nimeros complejos

Bosquejo historico El sistema de los nimeros reales fue el resultado de la busqueda de un sistema (un
conjunto abstracto con ciertas reglas) que incluyera a los racionales, pero que también proporcio-
nara soluciones a ecuaciones polinomiales tales como 22 — 2 = 0.
Historicamente, una consideracion similar dio origen a la extension de los nimeros reales. A prin-
cipios del siglo XVI, Geronimo Cardano consideré ecuaciones cuadraticas (y cubicas) tales como
22 4+ 22 + 2 = 0, que no son satisfechas por ningin nimero real x. La formula cuadratica

Vb% — 4ac

—b+
2a

da las expresiones formales para las dos soluciones de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0. Pero esta
formula puede requerir raices cuadradas de niimeros negativos, por ejemplo —1 &+ {/—1 para la
ecuacion 22 + 2z + 2 = 0. Cardano not6 que si estos niimeros complejos son tratados como niimeros
ordinarios con la regla /—1 - v/—1 = —1, estos, resolvian en efecto las ecuaciones. Hacia mediados
del siglo XVI, aparecié una publicacién de Jeronimo Cardano (1501-1576), Ars Magna, en la que
se presenta una solucién de la ecuaciéon cubica.
En realidad hay una controversia sobre quién descubrié esta solucién. Cardano presioné a Niccolo
Tartaglia (Niccolo Fontana de Bresia (1500-1557)) para que se revelara el método de solucion de la
ctbica que éste habia encontrado. Tartaglia se lo di6 pidiéndole que guardara el secreto. Segin Carl
B. Boyer en su libro Historia de la Matematica (Capitulo XV), fue Scipione del Ferro (1465-1526)
profesor de matematicas en Bolonia, una de las més antiguas universidades medievales y una escuela
con una gran tradicién matemadtica, quien descubriera la solucién pero que sélo revelaria antes de
su muerte a uno de sus alumnos Antonio Maria Fior.
Alguna noticia sobre la existencia de una solucion algebraica de la ecuacién cibica debio filtrarse, al
parecer, y Tartaglia nos dice que al tener conocimiento de la posibilidad de resoverla, se le ocurrio
dedicarse intensamente a descubrir el método por si mismo. Ya fuera independientemente o sobre
la base de alguna sugerencia, lo cierto es que Tartaglia consiguie aprender, hacia el ano 1541, a
resolver ecuaciones ctbicas. Cuando se extendié esta noticia, se organizé un desafio matematico
entre Fior y Tartaglia.
El método de del Ferro-Tartaglia se expresa en términos modernos como sigue:
Sea

24+ fex+d=0

b
se reduce la ecuacién general de la ctibica con un cambio de variable x = x — 37 para obtener la
forma ) 5
b b cb
3
=0 dond =c— — =2—=—-—+d
x° +pxr+q onde p=c 3yq 57 3+

Sea p # 0 vamos a considerar dos incognitas, s y t tales que x = s + ¢, sustituimos en la cubica y
desarrollamos

(s+t)3+p(s+t)+g=0
s34 352 +3st> + 2 +ps+pt+q=0
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Observamos que si s34+ 13 = —q y 3st = —p (o bien st = —g) entonces tendriamos que x seria
solucién.
Resolvemos el siguiente sistema:
S+t =—q (1)
3st = —p (2)

despejamos t en (2) y sustituimos en (1)

3 _2):_
s +( 3s ¢
33(53)2+33S3q_p3:0

3

y si hacemos s° = « obtenemos

3a? +3%q—p>=0

3
entonces las soluciones para a? 4+ go — % =0 y los posibles valores para s> son:
2 3
q q p
a=—=%1/=+=—
2 22 + 27

Por tanto

Esta es la solucion de del Ferro—Tartagliaz—Car%ano.

Cuando en la férmula el discriminante 3—2 + ‘72?—7 resultaba negativo, ya no se podia admitir que no
hubiera solucién, porque una ecuacién ctbica tiene al menos una raiz real.

En el caso de tener tre raices reales distintas la féormula conduce inevitablemente a raices cuadradas
de numeros negativos. Tartaglia llamé a este caso irreducible, porque no habia método algebraico
que lo resloviera. Cardano habia resuelto ecuaciones de segundo grado con raices complejas, pero
las desprecié.

El primer trabajo que tomo6 seriamente a los nimeros complejos y logré la necesaria reconciliacién
fue Rafael Bombelli (1526-1572). Bombelli resolvio el algebra formal de los nimeros complejos, con
el particular objeto de reducir expresiones (a+b\/j1)% a la forma ¢+ dv/—1. Su método le permitié
mostrar la realidad de algunas expresiones que resultan de la féormula de Cardano.
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Ejemplo La solucién de 2% = 15z + 4 es

T = (2+11\/51)% + (2 - 11V-1)

de acuerdo con la férmula de Cardano. Por otro lado, por inspeccién directa podemos observar
que x = 4 es una solucién. Bombelli tuvo la corazonada que las dos partes de x en la féormula de
Cardano eran de la forma 2 + nv/—1, 2 — ny/—1 y encontré elevando al cubo estas expresiones
(usando (v/—1)? = 1) que verdaderamente

2+11V=1)° =2+ V=1
2+11V=1)° =2 - V=1

por esto la formula de Cardano también da z = 4.

A la importante expresion /—1 se le da ahora la designacién i = v/—1. Una convencién alternativa
es seguida por muchos ingenieros eléctricos, quienes prefieren el simbolo j = v/—1, puesto que ellos
desean reservar el simbolo i para la corriente eléctrica. Sin embargo, en el pasado se sentia que ningin
significado podria realmente ser asignado a tales expresiones, que fueron llamados imaginarias.
Gradualmente, en especial como resultado del trabajo de Leonard Euler en el siglo XVIII, estas
cantidades imaginarias llegaron a desempenar un papel importante. Por ejemplo, la férmula de Euler
e = cos+6 + i sen @ revel6 la existencia de una profunda relacién entre los nimeros complejos y
las funciones trigonométricas. Se encontré que la regla

W=

ei(91+92) — ei91 ei92

resumia las reglas para la expansion del seno y del coseno de la suma de dos angulos de una manera
sencilla, y este solo resultado indicé que algun significado deberia ser atribuido a estos nimeros
imaginarios.

Sin embargo, no fue hasta los trabajos de Casper Wessel (circa 1797), Jean Robert Argand (1806),
Karl Friederich Gauss (1831), Sir William R. Hamilton (1837) y otros, que se clarifico el significado
de los niameros complejos y se comprendié que no hay nada de imaginario en ellos (aun cuando este
término se emplea todavia).

Definicion 1. El conjunto de los nimeros complejos, denotado por C, consiste en todos los nimeros de
la forma a + ib, donde a,b € R

Es importante destacar que existe una correspondencia biunivoca de C con R? mediante la asociacion
a+ib+— (a,b)

Por ende se pueden identificar los niimeros complejos con los puntos del plano. La parte real del nimero
complejo a + ib es el nimero real a, y la parte imaginaria es el ntiimero real b. De esta manera, al eje X
se le llamaré eje real y al eje Y se le llamara eje imaginario. Si z € C, z = a + ib se escribira

Rez=a e Imz=0b

Ejemplo Tenemos que
z2=3+4+5i = Re(z) =3, Im(z)=5

z=8—13i = Re(z) =8, Im(z) =—13
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Definiciéon 2. Se define una operacion de suma y multiplicacion escolar en C como sigue: Si z = a + ib
yw=c+id
z4+w=(a+1ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)

az=ala+1b) =aa+iab, o €R

Geométricamente se puede ver

iz
/

El significado geométrico de la suma y de la multiplicacién escalar es el usual en vectores. Es claro también
que la suma de complejos cumple las propiedades de conmutatividad, asociatividad, y que también todo
ntmero complejo tiene un inverso aditivo, donde el elemento neutro es el origen.
Y también se pueden multiplicar, si definimos i x i = -1 y si queremos que la multiplicaciéon se distribuya
con la suma entonces

(a+bi) x (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Ejemplo Exprese los siguientes niimeros complejos en la forma a + ib

a) (2 + 3i)(4 +1)
b) (8 + 6i)2

°) (H 111)2

Solucién Tenemos que

a) (24+3i)(d+i)=(2-4—3-1)+(3-44+2-1)i =5+ 14i
b) (8+6i)2=(8-8—6-6)+(2-8-6)i = (64— 36) + 96i = 28 + 96i

2 .\ 2 .
3 A4i 15 + 8i 15
¢) ( +1+i> <1+i) 2i 2

El campo de los nimeros complejos C

A los nameros complejos a veces se les designa con la letra z en lugar de x-+yi.
Al conjunto de los nimeros complejos se le denota por C.
Algunas de las propiedades son

Cerradura de la suma Considere z; = a; + ib; y 20 = a2 + iby en C, tenemos entonces

zl+22:a1+ib1+a2+ib2:(a1+a2)+i(b1+b2):23G(C
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Conmutatividad de la suma Considere z; = a; + iby; y 29 = as + ib2 en C, tenemos entonces

214 22 = a1 +iby +az +iby = (a1 + az) +i(by + b3) = (a2 +a1) +i(ba+b1) =20+ 21

Asociatividad de la suma Considere z; = aq + iby, 22 = ag +ibs y 23 = az + ibs en C, tenemos
entonces

[21 + 22] + 23 = [ay + by + ag + ibs] + (a3 + ibs)
[(a1 + az2) + a3] +i[(b1 + b2) + b3]
[a1 + (a2 + a3)] + i[b1 + (b2 + b3)]
(a1 +1iby) + [(az + a3) + i[(by + b3)]
(a1 +1ib1) + [(az + ib2) + (a3 + ib3)]
=21 + [22 + 23]

Existencia del neutro aditivo Sea (z+iy) € C el neutro aditivo del campo, entonces para (a; +1iby) €
C arbitrario, se tiene que
(a1 +b1) + (= +iy) = (a1 +ib1)

por lo tanto, x,y € R deben ser el neutro aditivo del campo de los niimeros reales, y z = y = 0.
Por lo tanto, el neutro aditivo del campo de los ntimeros complejos C es (0+0i)

Existencias del inverso aditivo Sea (z + iy) € C el inverso aditivo del campo, entonces para (a; +
iby) € C arbitrario, se tiene que

(a1 +b1) + (x + iy) = (0+0)
entonces de la definicién de igualdad de nameros complejos, se tiene
ag+xz=0 gy b+y=0

por lo tanto, z,y € R deben ser el inversos aditivo del campo de los ntimeros reales, y © = —aq,
y = —by. Por lo tanto, el inverso aditivo del campo de los nimeros complejos de a1 +ib; es (—a; —byi)

Cerradura de la multiplicaciéon Considere z; = a1 + ib1 y 22 = as + ibs en C, tenemos entonces

2129 = (a1 + Zb1) . (CLQ + ’LbQ) = (alag — b1b2) + i(albg + a2b1) =2z3€C

Conmutatividad de la multiplicacion Considere z; = a1 +ib; y 22 = as+1ibs en C, tenemos entonces

z122 = (a1 + ib1)(ag + ibs)
= (a1as — b1ba) + i(a1bs + aszby)
= (agay — baby) + i(azby + a1bs)
= (aga1 — bab1) + i(braz + baaq)
= (as + ibs)(ay + iby)
=z

221
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Asociatividad de la multiplicaciéon Considere z; = aj + ib1, 20 = as +ibs y 23 = a3 + bz en C,
tenemos entonces

[2122]2’3 = [((Ll + ’ibl)(ag + ibg)]((lg + Zb3)
=

[ aijay — blbg)ag — (a1b2 + ale)bg] + i[(a1a2 — blbz)bg + (a1b2 + agbl)ag]
= [al(agag — b1b2a3 — alebg — agblbg)] + i[alagbg — blbgbg + a1b2a3 + a2b1a3]

por otro lado
Z1 [2'22'3] = (a1 + ibl)[(ag + ibg)(ag + Zbg)]

= [a1(az2a3 — babs) — by (a2bs + asba)] + i[b1(azas — babs) + a1 (azbs — asbs)]
= [a1a2a3 — a1babs — byagbs — biasba] + i[brasas — bibabs + a1a2bs + ajaszbs]

Comparando los resultados, es evidente la igualdad de los dos procedimientos

Existencia del neutro multiplicativo Sea (z + iy) € C el neutro multiplicativo del campo, entonces
para (a; + iby) € C arbitrario, se tiene que

(a1 +b1)(z +iy) = (a12 — bry) + i(ary + xb1)

entonces de la definicién de igualdad de nimeros complejos, se tiene que
amr—biy=a1 y ay+zb =b
por lo tanto, resolviendo el sistema de ecuaciones en las variables x,r € R, se tiene
z=1 y y=0
por lo tanto el neutro multiplicativo del campo del campo de los ntimeros complejos C es (14-0i)
Existencia del inverso multiplicativo Para hallar el inverso multiplicativo de a + ib se procede
(a+b)(z+iy) =1 = (az—by)+ (ay+bx)i=1

ax—by=1 (1)
ay+bxr=0 (2)
Multiplicando (1) por a y (2) por b y sumando

a’x —aby =a

aby + b’z =0

a
==
Multiplicando (1) por by (2) por ay
axb—b%y=>
o A
—b’y —a’y =
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b
= = -
Yy a2 + b2
por lo tanto el inverso de a + b es
a )

a? + b2 _ZaQer2
Propiedad distributiva Considere, por una lado
[(a1 +ib1) + (az + ib2)](as + ibs) = [(a1 + az) + i(by + b2)](as + ib3)

= [(a1 + a2)ag — (b1 + b2)bs] + i[(a1 + a2)bs + (b + bz)as]
= (a1a3 + asasz — bibs — b2b3) + i(a1b3 + asbs + bias + bgag)

y por el otro lado
(0,1 =+ ib1)(a3 =+ ’Lb3) =+ (CLQ =+ ibQ)(a3 + ’ng) = (a1a3 — blbg) + i(a1b3 + b1a3) + (a2a3 — b2b3) + i(a2b3 + b2a3)
= (a1a3 — b1b3 + asaz — bgbg) + i[albg + bras + asbs + bgag]

Es facil verificar que los dos resultados coinciden, por lo tanto

[(a1 + ’Lbl) + (ag + ibg)](a3 =+ Zb3) = (a1 + ib1)(a3 =+ Zb3) + (ag + ibz)(a3 + ’ng)

De manera semejante, considere por un lado

(a1 + ibl)[(ag + ZbQ) + ((13 + ’Lb3)] = (a1 + ’ibl)[(ag + 113) + Z(bg + bg)}
= [a1 (a2 + a3) — b1 (b2 + b3)] + i[a1 (b2 + b3) + b1 (a2 + a3)]
= (a1a2 + a1az — brba — b1b3) + i(a1b2 + a1bs + bras + bias)

y por el otro

(a1 + ibl)(ag + Zbg) + (a1 + ibl)(ag + ’ng) = [(alag — blbg) + i(albg + blag)} + [(a1a3 — blbg) + i(albg + blag)}
= (a1az — b1bs + araz — b1bs) + i(a1be + braz + a1bs + bras)

Es facil verificar que los dos resultados coinciden, por lo tanto
(CLl + ibl)[(GQ + ZbQ) + (CL3 + ’ng)] = (al + ’ibl)(ag + Zbg) —+ (a1 + ibl)(ag -+ Zbg)

Ejemplo Use tnicamente los axiomas de campo. Para dar una demostracion formal de las siguientes
igualdades:
1 11
a) — = ——
Z1%22 Z1 22

1 1 21+ 2
b) — + _A 2

21 22 2122

Solucion Tenemos que
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Introduccién

a) (2122)(2122)” = 1, multiplicando por z;* en ambos lados se obtiene

7 () (z122) 7 = 21 (1)
asociando términos se tiene que

(21 '21)22(2120) ! = 2y

Aplicando el inverso y el neutro multiplicativo

(Dz2(z122) =21

y multiplicando por z; ! en ambos lados

1 1

2yt (z120) 7 = 2y ey

Usando el inverso y el neutro multiplicativo, se tiene que
(D)(z122) 7t = 232y
por la conmutatividad del lado derecho
(D(z122) "t =27 T2y

Por lo tanto
1 11

zZ122 Z1 %9

Tenemos que
z1 + Z9 = Z1 + V)

Multiplicando por 1 = iz del lado derecho, se tiene que
2122

AV
e e (53)
1~2

Multiplicando por z, L ambos lados

212
(Zl+22)22_1(21+22)< ) 2>z2_1
2122

distribuyendo en el lado izquierdo y asociando en el lado derecho

-1 -1 21 -1
21725+ 22250 = (21 + 22) | —— | 2225
2122

Tomando el inverso multiplicativo

_ z
2125 il =(2 +2) <21;2) (1)
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Por la conmutatividad en el lado derecho

_ 1
2122 1 —+ 1= 21(21 —+ ZQ) <E> (1)

Multiplicando por z; 1 de ambos lados, se obtiene que

_ _ _ 1
7 (a4 1) = 27 2 (2 + 22) (2 z >
122

distribuyendo en el lado izquierdo

_ _ _ _ 1
21 1z1z2 Ly 21 - (21 L) (21 + 22) <—)
Z1%22

nuevamente usando el inverso multiplicativo

1
z el = (2t 22) (—)

z1%22

obtenemos
1 1 A + 22

21 22 2122
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