Funciones Operaciones, Composicion, Imagenes Directas e Inversas

Imagenes inversas de funciones.

Sean f: X — Y y A una parte del codominio Y. Imagen inversa ¢ preimagen del subconjunto A C Y, es
el conjunto de los elementos del dominio cuyas imagenes pertenecen a A

F7HA) = {z € X|f(2) € A}

las siguientes afirmaciones son claras
Si xef Y A)=fx)eA
Si f(r)e A=z fH(A)
Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A, si y solo si su imagen pertenece a A.

Ejemplo Sea f : R — R definida por f(x) = 2. Determine las preimagenes de los siguientes subcon-
juntos del codominio [4, 9]

Solucién Para el conjunto [4, 9] se tiene que
4,9 = {x e R|f(z) € [4,9]}

Ahora bien
flx)ed9er?c49e4<?<9e2<|7|<3&

2<z<3 0 2<-—r<3exc2,3 0 zc[-3 -2
resulta entonces que

FHA,9) = (-3, -2 12, 3]

Ejemplo Sea f : R — R definida por f(x) = 2. Determine las preimagenes de los siguientes subcon-
juntos del codominio

(700’71]7 (7171]3 (*171)
Soluciéon Para el conjunto (—oo, —1] se tiene que
f_l(_oov _1] = {J} € R|f(l‘) € (_007 _1]}

Ahora bien
fx)€(~o0, -1’ < -1zl

resulta entonces que
f_l(—OO, _1] =0
Para el conjunto (—1, 1] se tiene que
F7H-11] = {z e R|f(2) € (-1,1]}
Ahora bien

f@e(-Ll]er?c(-L,l]le-1<*<ler?’<ler<le-1<r<lerc(-1,1]
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resulta entonces que
L) =[]
Para el conjunto (—1,1) se tiene que
FH-11) = {z eR|f(2) € (-1, 1)}
Ahora bien
f@ye(-1,)etc(-,)e-l<P<ler<laelzi<le-l<z<lezc(-1,1)

resulta entonces que

L =(-11)
Proposicién 1. Si f: X Y , ACY, BCY se tiene entonces que f~1(AUB) = f~H (AU f4(B)
Demostracion. Sea

zefHAUB) e fle)e(A|JB) & fz)eA O flr)eBe

vefNA) 6 zef'B)eref AU (B
O
Proposicién 2. Si f: X Y , ACY, BCY se tiene entonces que f"1(ANB) = f YA N f YB)

Demostracion. Sea

zefHANB) e fl)e(A(\B) e f2)eA y fl)eBeoazecf (A y zef'(B)e

ve AN B

O
Proposiciéon 3. Si f: X Y , ACY, BCY se tiene entonces que f~1(A°) = (f*I(A))C
Demostracion. Sea
zefMAY) e fe)ed s fla)gAcad [T (A) ere (fH(A)°
O
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Funciéon Biyectiva

Definicién 1. Una funcion f: A — B se dice que es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva

Ejemplo Sea f: R — R definida por f(z) = 23. Muestre que f es biyectiva

Solucién

Para ver que f es inyectiva
Sean z1,x2 € D(f) tal que f(z1) = f(z2) es decir

}=ad= (2} —a3)=0= (21 —22) (2] + 2122+ 2-2°) =0=21—22=0 o0 2i+az2+23=0

Sixz; —x9 =0 = x1 = x9, ahora bien si x% + x120 + ;v% = 0 se tiene que

T RVE R R O RV B < lii\/§>
_ — s
2 2

2 2

Tr1 =

por lo tanto si zo = 0 entonces z; = 0 y por tanto z1 = x>
Para ver que es suprayectiva
Sea y € C(f) entonces

@)=y & ®=y = a=yyy f@)=1 =" =y

Definicién 2. Sea A C R un conjunto cualquiera. La funcion identidad en A es la funcion I, : A — A
definida por la regla de correspondencia

Vo € A Izg(zx)==x
Teorema 1. Sean A,B conjuntos arbitrarios. La funcion identidad en A, 14 : A — A, satisface
(a) Vf:A—= B, foly=f
(b) Vg: B— A, Iyog=g
Demostracion.
(@) Yae A, (fola)(a) = f(Ia(a)) = f(a) .. fola=Ff
(b) Vbe B, (Inog)(b) =1a(g(b)) =g(b) .. Iacg=g
O

Teorema 2. Si f: A— B yg: B — C son tales que go f : A — C es inyectiva entonces f es inyectiva

Demostracion. Sean x1,x2 € A tal que x1 # x9, al ser g o f inyectiva se tiene g o f(x1) # go f(xs2) es
decir g(f(x1)) # g(f(x2)) esto solo puede suceder si f(x1) # f(x2) en consecuencia f es inyectiva O
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Teorema 3. Si f : A —> Byg: B — C son tales que go f : A — C es suprayectiva entonces ¢ es
suprayectiva

Demostracion. Sea ¢ € C como g o f es suprayectiva, existe a tal que

c=go fla) =g(f(a))
esto prueba que c € Im,, O
Definicién 3. Suponga que f: A — B. Si existe una funcion g: B — A tal que gof =14 y fog=Ip,

entonces decimos que f es invertible y a la funcion g la llamamos la funcion inversa de la funcion f. La
denotamos

g=1r""
Teorema 4. Una funcion f: A — B es invertible si y solo si es inyectiva y suprayectiva

Demostracion. =
Supongamos que f: A — B es invertible. Entonces existe una funciéon g : B — A tal que

gof=1Is4 y fog=Ip

(1) Como la funcion 4 es inyectiva entonces g o f es inyectiva por lo tanto f es inyectiva
(2) Como la funcion Ip es sobreyectiva entonces f o g es sobreyectiva por lo tanto f es sobreyectiva.

=
Supongamos que f : A — B es inyectiva y sobre. Sea b € B. Como f es sobre, existe a € A tal que
f(a) = b. Ademés dado que f es inyectiva solo hay un a € A. Definimos

g(b) =a
Entonces
VacA, (gof)a)=yg(f(a))=g(b)=a=1Is
También
Vbe B, (fog)(b) = [f(g(b) = fla)=b=1Ip
. Tenemos entonces que
gof=1Iar y fog=1In
Por lo tanto f es invertible. O
Ejemplo.-La funcién f : R — R definida por f(z) = 42 admite inversa g : R — R tal que g(z) = 2—2
pues
gof(x)=9(f(z)) =gz +2)=(z+2) -2=2=Idp
fog(@)=flg(x) =flz-2)=(r-2)+2=u=1Ids
Corolario 1. Si f : A — B es inyectiva y suprayectiva entonces f~! : B — A también es inyectiva y
suprayectiva

Demostracion. Tenemos que

foft=1Ig la cual es inyectiva . fof~ ' es inyectiva . [~ es inyectiva
f71 of =14 la cual es sobreyectiva .. f~'of es sobreyectiva .. f~' es sobreyectiva
O
# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

4



