Funciones Raiz N-ésima, Exponentes Racionales

Raiz N-ésima '

Teorema 1. V x € R tal que © > 0 y cada n € Z tal que n > 0 existe un y € R, y solo uno, tal que
yr=z .
Este nimero y se denota /x, 0 x»

Demostracion. Sea E el siguiente conjunto
E={teR|t>0y t"<a}

Tenemos que t = 0 € E pues 0" < z por lo tanto E # ().
Por otro lado vamos a demostrar un pequeno resultado por induccién

VneN, se satisface (z+1)" >z

Primero comprobamos la base de induccién
n—=1
Se tiene
r+1>zx

por tanto se cumple para n = 1
Vamos a suponer que la propiedad es valida para n = k, es decir

(x+1)F >z
A partir de ahi se tiene
(z+1)r>z = @+Drf@+)>z@+r)=2+z>0 = (e+ )" >z

y por lo tanto la propiedad es vélida para n = k + 1 en consecuencia la propiedad es vélida V n € N
Ahora bien
Si t>(x+1) entonces t" > (x+1)" >z, por lo tanto t¢ E

de manera que x + 1 es una cota superior de E. Por lo tanto
E+#0 y E esta acotado superiormente por z+1 por tanto 3 sup E =1y

Vamos a probar que y" ==z
Procedemos por contradiccion, es decir supondremos que ™ < z y es este caso
(1) La identidad

b — g% = (b o a)(b”fl + bn72a + bn73a2 N anfl)

para 0 < a < b nos da la desigualdad
b —a" < (b—a)(b" b2+ ) = (b —a)nb" !

Considermos un h € R tal que
n

r—y

0<h<1 h< ——"F—
Y n(y +1)n-t
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sustituimos
b — g™ b— bnfl h)? — ™ h hnfl
a” < (b—a)n = (y+h)" —y" <hn(y+h)
b=y+h, a=y
ademas

h<l = y+h<y+l = (y+h)" <@+ 1)" ' = nh(y+h)" ' <nh(y+1)"!

por lo que
(y+m)" —y" < hn(y+h)""" <nh(y+1)"""

por otro lado
n

r—y

h <
y de esta manera
(y+h)"—y"<hn(y+h)”*1<nh(y—|—1)”*1<x—y" = (y+h)"—y"<z—y" = (y+h)" <z

en consecuencia y + h € E, pero y + h > y lo cual es una contradiccién pues y = sup E y por tanto
y >z, Vxr € F porlo que y" < x no ocurre.
Supongamos ahora que y™ > x y consideremos

n

—x
k:iyn—l
dado que
n
-
iy"*l <y & Yy —x<ny"
por lo que
y' -
0<k= <y, es decir 0<k<y

nyn—l
Sit >y — k entonces
y—k<t = (y—k)"<t" => "< —-(y—-kK)" => y—-t"<y"—(y—k)"
de la desigualdad
b —a" < (b—a)nd"? = Yy — (y — k)" < kny™ !
b=y a=y—k

y la igualdad

n o __
El n_f = kny"l=y" -z
ny

k =
se tiene
Y-t <yt = (y— k)" <kny" ' =y" —x

por lo tanto
Yy -tt<y"—z = —t"<-—zx = t">z

por lo tanto t ¢ E. Por lo que y — k es una cota superior de E, pero y — k < y lo cual es una contradiccion
pues y = sup F es la minima cota superior de E, por lo que y™ > x no ocurre.

Por lo tanto la tinica posibilidad que ocurre es y™ = x O
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Corolario 1. Si a, b son niumeros reales positivos y n es un entero positivo entonces
1 1,1
(ab)» = anbn
1
n

. . 1 .
Demostracion. Haciendo x = a», y = b». Se tiene

a-b=z"y" = (zy)" = (ab)n =z -y=ar -br

Exponentes Racionales I

. e . . . .. m .-
Definicién 1. Si r es un nimero racional positivo, sea r = —, donde m y n son enteros positivos, se
n
define

" =x

m , .
n como el dnico (z")" =z™

es decir como la raiz n-ésima de x™ siempre que ésta exista.
Es decir existe un y™ € R tal que y™ = ™.

Teorema 2. Sean a,b € Q y r,s > 0. Entonces se cumple

_ ,’,arb

(1) ot
(2) (o) =

(3) (rs)® =rs

m
Demostracion. Para (1) tomamos m,p € Qy n,g e Ntalquea=— y b= P Entonces se tiene
n q

wipo™ P _matnp
n q ngq

a+b

por lo tanto r es el inico numero que satisface

(raer)nq _ 7,,771q+np
por otro lado

(= e = () (00)) o ey = e =

m
rl=rn = (ré&)N=rm

j2)
rb=rd = (rb)a=rp

y por unicidad de la raiz n-ésima se tiene

TaTb _ ra—&-b
Para (2) tomamos m,p € Q y n,q € N tal que a = m y b= E. Entonces se tiene
n q
ab= 22 TP
ngqg ng
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por lo tanto r® es el tnico ntimero que satisface

(,rab)nq -

por otro lado

y por unicidad de la raiz n-ésima se tiene

(r2)® = rab
Para (3) tomamos m,p € Q y n,q € N tal que a = % y b= S Entonces se tiene (rs)® es el tnico
nimero que satisface
((rs)*)" = (rs)™
por otro lado
(Y = V= = ()

m
n

re=rn = (re)n=rm

y por unicidad de la raiz n-ésima se tiene

(rs)® =rts®
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