Funciones de R™ en R 1

Funciones de R™ — R '

Definicién 1. Una funcidn f : A C R™ — R es una funcion f(x1,x2,...,2,) que asocia a cada n-ada
ordenada (21, %2, ...,x,) de R™ un ndmero real f(x1,xa,...,2y)

Ejemplo La funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2 + y? asocia a dada pareja (x,y) € R’ el ntimero
real 22 + ¢

Ejemplo La funcién f : R3 — R dada por f(z,y,2) = /1 — 22 — y2 — 22 asocia a dada terna (z,y, 2) €

R’ el nimero real /1 — 22 — y2 — 22
Definicién 2. El dominio de una funcién f: A CR™ — R es el conjunto

Domf = {(xlax% 7xn) € R™ | f(xl,x% 7xn) € R}

Ejemplo La funcién f : R® — R dada por f(z,y,2) = /1 — 22 — y2 — 22 asocia a dada terna (z,y, z) €
R® el nimero real \/1 — 22 — y2 — 22 tiene como dominio el conjunto

Domy = {(z,y,2) €R? | 1 —2? —¢y® — 2 > 0} = {(v,y,2) e R* | 1 > 2% +¢y* + 2%}
Ejemplo La funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2 + y? asocia a dada pareja (x,y) € R” el ndmero
real 22 + y? en este caso el dominio es R?
Definicién 3. El rango de una funcion f: A CR™ — R es el conjunto
Rany = {f(z1,z2,...,xs) € R| (1,22,...,z,) € R"}

Ejemplo La funcién f : R? — R dada por f(z,y) = \/1 — 22 — 42 asocia a dada pareja (z,y) € R el
nimero real 1/1 — 22 — 32 en este caso el rango de la funcién es el conjunto

{zeR|0<2<1}
Definicién 4. La grdfica de una funcion f: A C R™ — R es el conjunto
Gray = {(1,72, .., ¥y, f (21,22, ..., 7)) € R | (21,29, ...,3,) € R"}

Ejemplo La grifica de la funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2%+ y? es un paraboloide cuyo aspecto
es
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Funciones de R™ en R 2

Ejemplo La grifica de la funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2 — y? es un paraboloide hiperbolico
(silla de montar) cuyo aspecto es

Conjuntos de Nivel I

Definicion 5. Sea f:R™ — R y sea ¢ € R. El conjunto de nivel del valor ¢ se define como:
Cy={zeR" | f(z)=c}

Ejemplo Describir el conjunto de nivel de la funcién f(z,y) = 22 + y?

Solucién En este caso el conjnuto de nivel es
Cn ={(z,y) eR* | 2* +y* = ¢}

geometricamente son circunferencias con centro el origen y radio ¢

Ejemplo Describir el conjunto de nivel de la funcién f(z,y) = 2% — y?

Solucién En este caso el conjnuto de nivel es
On ={(z,y) eR® | 2* —y* = c}

geometricamente son circunferencias con centro el origen y radio ¢
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Funciones de R™ en R 3

Ejemplo.-La funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2?+y? tiene como grafica el paraboloide de revolucién
2 .2
z=x"+y

Las curvas de nivel son: el vacio para a < 0, y para a > 0 es el conjunto
{(z,y) € R?|2® +y* = a}

, es decir un circulo de radio v/a con centro en el origen

Ejemplo.-La funcién f : R? — R dada por f(x,y) = 22 — 2 tiene como gréfica el paraboloide hiperbolico
z=a%—y?
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Funciones de R™ en R 4

Las curvas de nivel son: para a = 0 = 22 — y? = 0 par de rectas que se cortan en el origen, y para
a=1= 2?—y? = 1 es una hiperbola paralela al eje X que lo corta en (+1,0), paraa = —1 = 22 —y? = —1
es una hiperbola paralela al eje Y y que lo corta en (0, +1)

Ejemplo.-La funcién f : R* — R dada por f(z,y, z) = /22 + y2 + 22 tiene el siguiente conjunto de nivel
{(z,y,2) eR3|\/a2 +y2 + 22 =a}

Las superficies de nivel son: paraa = 0 = /22 + y? + 22 = O el origen, y paraa = 1 = /22 + y2 + 22 =
1 es una esfera, a = 2 = /a2 + y2 + 22 = 2 es una esfera

Ejemplo.-La funcién f : R® — R dada por f(z,y, z) = 2% — y? + 22 tiene el siguiente conjunto de nivel
{(x,y, Z) € R3|LL’2 - y2 + 22 = a}

Las superficies de nivel son: para a = 0 = x? — y? + 22 = 1 es un hiperboloide de un manto, y para
a=1= 22 —y?+ 22 =1 es un hiperboloide de un manto, a = 2 = /22 — y2 + 22 = 2 es un hiperboloide
de un manto
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Funciones de R™ en R 5

Limite de Funciones de R™ — R '

Definiciéon 6. Sea f: Q2 C R"™ — R, y sea xg un punto de acumulacion de ). Se dice que L € R es el
limite de f en xg, y se denota por:

Si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(x) —b| < & cuando x € Q, 0 < ||z — o] < I

Observacién: Es necesario que zg sea punto de acumulacion de 2. Usando la definicién de limite, demos-

trar que:
4,2
lim
(@)= (0.0) (22 +3?)
oiy?
Por demostrar, para todo € > 0 existe § > 0 tal que 0 < ||(x,y)—(0,0)|| < ¢ entonces @17 <
1
e como x? < 2?2 + y? entonces 2* < (22 + y?)? entonces (CERRE (%) o
I4y2 $4y2 <| 2|_ 2<( /.'172+ 2)2<§2
e o I R !
Si 62 = ¢ entonces 6 = /2
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