Funciones de R™ en R

Diferenciacién de funciones R™ — R '

,a,)eA. Se define la derivada pacial i-esima en @ denotada f, (@),

Sea f: ACR" - Rya=(ag,...
., Of _ o flai,.. ;a4 h, . oan) = fla) L fla+ he;) — fla)
D,f(a) 6 8_x(a) de la forma f, = ’1115)% h = %11)% 2
.,0). Si n = 2 existen 2 derivadas parciales.

siendoe; = (0,..., 1 ..
1—esimo

Sea @ = (z0, o) un punto del interior del dominio de f : A C R? — R las derivas parciales de f en el
punto a@ denotada respectivamente por f.(zo, yo), fy (20,y0) son:

fﬂ?(‘ranO) = }ll'_rg] f(x(] + h’yolz — f(x())yo)

P =(ab,c)

X = X0
] />/p_> = 1o y)

y

/ \ recta de pendiente %f(p)
x

Ejemplo Sea f: 1 C R? — R dada por f(z,y) = 229>
Calcular f, f,
En este caso
f(.’ll‘+h7y) B f(xay)
h

= lim
fz h—0

. (z + h)2y? — 22y
h—0 h

= lim 22y® + hy® = 22¢°
h—0
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Funciones de R™ en R 2

Fy = Jm, h
2 3 .23
oy R 2y
h—0 h

— 1 2,2 3
Jfm 3x°y” + hy
— 322y
Ejemplo Sea
fla,y) =

Calculemos f5(0,0)
f(0+h,0)— f(0,0)

= 1,
J2(0,0) Lim

h(0)

= lfm -2
h—0 h

:1/ —:0
0 B3

1. f(070+h)*f(0»0)

En este caso f, =0 = f, sin embargo la funcién no es continua

Derivada Direccional en un punto

Definicién 1. Sea f: ACR" - R zg € A. Sea u € R"™ con ||u|| =1 la derivada direcional de f en la

direccion del vector u, en el punto xq denotada por a—(xo), se define por
U

g(mo) — lim f(xo + hu) - f(xO)

ou h—0 h
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Funciones de R™ en R 3

_ P(Xo, Yo, 2)

X

1 2
Ejemplo Sea f(r,y) = 2%y y sea u = (—5, —> por lo tanto la derivada direccional en (zg, yo) es

ot

2
- f(zo,m0) (900 + \%) (yo + 27%) — 23yo

N—

7 ((@o,0) + 1 (&5, 35)

Jim, h = Jim h -
T 2
lfm (m% TR %) (yo + \2/_%) 203 2wy
h—0 h VA V5

Notas: 1. La derivada direccional indica la variacién de la funcién en la direccién de .

2. Las derivadas parciales son derivadas direccionales respecto a los vectores de la base canonica.

Diferenciabilidad .

Idea Geometrica

y = f'(zo)(x — z0) + f(w0)

six =z ey »
six=xz9+h
y = f'(xo0)h
: r(h) = f(zo+ h) — f(xo) — f'(z0)h (Diferencial)
Jx)
donde ) £ h) = Fao) Fi)h
r o+ h)— f(x Tl
N - W © — f'(xo)
Deberia ocurrir ) ] >
r EN xp+h
A= =0
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Funciones de R™ en R 4

Definicién 2. Sea A C R%, un abierto, f : A — R y (x9,y0) € A. Se dice que f es diferenciable en
(z0,y0) si existen constantes Ay, Ag tal que

f((zo,y0) + (h1,h2)) = f(xo,y0) + Arh1 + Agho + 1(h1, ho)

donde
T(hl, h2) —0

lim —_— =
(h1,h2)—(0,0) || (h1, ha2) ||

En la definicién anterior si se toma h = (h1,0) se tiene

(o, y0) + (h1,0)) = f(xo,y0) + Arhy + A2(0) + r(hq,0)

donde
I f(@o + h1,90) — f(@o,90) A, = lim 7(h1,0)
h1—0 hq h1—0 hy
€como b0
tm "0
h1—0 hl
se tiene
lim f(@o + 1, y0) — f(@o,50) A =0
h1—0 h1
en consecuencia
0 _ i f(@o + h1,90) — f(@o, o) _ A
al’ h1—0 hl

En la definicién anterior si se toma h = (0, hy) se tiene

f((zo,y0) + (0, h2)) = f(xo,y0) + A1(0) + Azhg + (0, hy)

donde
1 (@0 Y0+ h2) — f(zo,y0) Ay = lim r(0, h)
ha—0 ho ha—0  hg
como o
tim 002
ho—0 ha
se tiene
lim f(@o,y0 + h2) — f(20,40) Ay =0
ho—0 hQ
en consecuencia
0 _ i f(@o, yo + h2) — f(zo,50) _ A,
6y h2—>0 h2

Definicién 3. Sea A C R?, un abierto, f : A — R y (z0,y0) € A. Se dice que f es diferenciable en

%0, %0), afz(ﬂﬂovyo) tal que

(z0,y0) si existen las derivadas parciales

72

F((z0,y0) + (h1,h2)) = f(z0,90) + 8*f(ﬂﬁo’yo)hl + g(moayo)’w + 7(h1, ha)

ox dy
donde (h. ho)
r\ni, N2
im —— =
(h1,h2)—=(0,0) || (R, ho)||
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