Introduccién a las Funciones Vectoriales (Funciones de R — R™)

Reparametrizacion de curvas I

Ejemplo: Consideremos la curva f : [~1,1] — R? dada por f(t) = (—t,+/1 — t2) la cual describe un arco

de la circunferencia 2% 4+ y? = 1 entre -1 y 1.

f)= (—t,wfl — tz)

= —cos(s) tenemos que f = f o ¢, es

Si definimos una funcién ¢ : [0.7] — [—1,1] dada por ¢(s)

decir

F(s) = fop(s) = fe(s)) = f(—cos(s)) = [~(—cos(s)), /1 — (~ cos(s))?] = [cos(s),sen(s)]

T 1
05 1

s f(s) = f(p(s)) = (coss,sins )

Decimos que f es una reparametrizacién de f
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Definicién Sea f : [a,b] C R™ una curva con derivada distinta de cero. Sea ¢ : [¢,d] — [a,]
una funcién con derivada continua sobreyectiva tal que ¢’ # 0 Vs € [a, b]. Entonces la curva
g= foy:[c,d — R" se llama reparametrizacién de la curva f

Observacién: La condicién ¢’ # 0 nos conduce a ¢’ > 0 0 ¢’ < 0. Si ¢’ > 0 entonces ¢ es una
funcién creciente en [c,d] de modo que ¢(c) = a y ¢(c) = by asi los puntos inicial y final
de g coinciden con los respectivos de f

g9(c) = fop(c) = fp(c)) = fla) g(d) = fowp(d) = flp(d) = f(b)

como ¢'(s) = ¢'(s)f'(p(s)) entonces [’ y ¢’ tienen la misma direccién y en este caso,
entonces, el camino g recorre la curva descrita por f en la misma direccién. En este caso
g es una reparametrizacién que conserva la orientacion

Ejemplo: Obtenga una reparametrizacién de la curva f : [0,2] — R? dada por f(t) = (3t+2,t3+3)

Solucién: Proponemos t = p(s) = 2s para la cual ¢’(s) = 2 > 0 no se anula para ningun
valor. Ahora biensit=0=s=0yt =2 — s =1 por lo tanto ¢ : [0,1] — [0, 2] mientras
que

g(s) = f(p(s)) = f(25) = (3(25) + 2, (25)> +3) = (65 +2,85° +3) s€0,1]

tenemos entonces que g es una reparametrizacién de f. Vamos a comprobar que representan
el mismo lugar geométrico. Para f(t) se tiene x = 3t+2 — ¢t = %‘2 y siy = t3 43 entonces

Y = (%‘2)3 + 3 mientras que para g(s) = 6s+2 — s = ””T_Q por tanto si y = 853 + 3

entonces y = (%)3 igualando coordenadas

x—2 3+3_ -2\ 1 _ 8
3 o 6 33 63

lo cual es cierto por lo tanto representan el mismo lugar geometrico

Sea f : [a,b] — R™ una reparametrizacién de una curva f de tal manera que la rapidez a que f recorre
la curva sea constante e igual a uno.
Es decir .,

IF @l =1 Vtela,b]

tenemos entonces

b b
Lf = [ 17 @lde= [ ar=b-a

por lo que f serd una reparametrizacién tal que la longitud de la curva es igual al tiempo que emplea en
recorrerla.

Ejemplo Sea f : [0,2n] — R? dada por f(t) = [cos(t),sin(t)]. En este caso se tiene

1F/ ()1 = v/(=sen(t))? + (cos(t))? = 1

por lo que
L(f) =2n
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Funcién Longitud de Arco I

¢
Si al extremo final de la curva L(t) = [ f'(t)||d¢ se deja variable, entonces el limite superior de la integral

a
depende del pardmetro ¢, y se tiene que la longitud de arco de una curva es funcién de la variable escalar
t
t o sea L(t) = [||f'(¢)||dt entonces L(t) define un nuevo pardmetro para ¢ al que se denomina pardmetro
a

de longitud de arco.

Reparametrizacién por Longitud de Arco

Sea,

s=u(t) = [115"(w)du

Noetemos que
P'(t) =l @Ol >0

es decir que como funcién de t 9 es creciente y por tanto biyectiva, en consecuencia exite 1) ~!.
Vamos ahora a considerar esta funcién ¥ para dar una reparametrizaciéon de una funcién f dada.

f f(b)

Tenemos entonces que

L0
I ORIO]

Fs)=(fou ™) (s) = F W ()@ (s) = £ (1) (w(1> =1
por lo que .
[f ()l =1

Definicién 1. Dada una curva f : R — R2? 6 R3 diremos que f es una reparametrizacion por longitud
—
de arco de fsi||f ] =1
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