Conjuntos Conexos

Un conjunto conexo es un subconjunto G C R™ que no puede ser descrito como unién disjunta de 2
conjuntos abiertos.

Intuitivamente, un conjunto conexo formado por una sola pieza “que no se puede dividir”.

Cuando un conjunto no sea conexo, diremos que es inconexo, disconexo o no conexo.

Ejemplo: Consideremos el conjunto G = Q el conjunto de los nimeros racionales vamos a ver que
G no es conexo

Dem:

1) Sea A} = {r € Rlz < V2} y B = {x € Rz > /2} se tiene entonces que A; y B; son abier-
tos disjuntos y su union es G .". G no seria conexo.

Ejemplo: Consideremos el conjunto G = N el conjunto de los niimeros naturales vamos a ver que
G no es conexo

Dem:

1) Sea A; = {z € Rlz < 3} y By = {2 € Rlz > 2} se tiene entonces que A; y B; son abiertos
disjuntos y su union es contitne a G .-, G no serfa conexo.

Proposicion: Demuestre que los tnicos subconjuntos de la recta real que son conexos son los pun-
tos y los intervalos.

Dem:

1) Todo subconjunto X de R que no sea ni un punto ni un intervalo es no conexo ya que 3 a,b € X y
ceR y a<e<by c¢g X, entonces X = {(—00,¢) N X} U{(c,00) N X} y por tanto X no seria
conexo.

2) Un punto es conexo.

3) Todo intervalo es conexo

Sea X un intervalo y supongamos que X es no conexo, entonces X = AjUB; AiNBy =0 Ay # B1 #0
A = X NA, By = XNB con A,B abiertos de R como A; # ) 3a; € A; y como
By #0 3by€B; a1 #by a1 <by, sea a =sup{z € Aj]a; <z < by} =sup{A4; Na,d)}.

El supremo 3 pues A; N [a1,b) esta acotado, ademds a € [a1,] = a1 <a<b = a€X
pues X es un intervalo.



Vamos aver quea ¢ A1 y a € Bj.

a) Sia € A; C A, entonces a < by pues by € B, luego a € AN (—o0,b)

= 3 e>0talquela—¢c,at+e] CAN(—00,b) = a<a+e<b a+e€ X pues X es un intervalo
a+ec€X a+eCA = at+ec€Ai=ANX y a1 <a<a+e<b

y a no puede ser supremo del conjunto anterior.

b) Si a € By C B, entonces a; < a pues a; € Ay luego a € (a1,00) N B abierto

= x € X, por ser X un intervalo, luego

[a—e,a]CX y a—e,aCB = [a—¢aCB=XNB

= a — ¢ es una cota superior del conjunto anterior 4; N [a,b1] y como a — € < a luego a no puede ser
el supremo de dicho conjunto.

Teorema: La totalidad del espacio R™ es conexo.

Dem:
De no ser asi, existirfan 2 conjuntos abiertos ajenos no vacios A, B cuya unién seria R".

Seax € A y y€ B y considere el segmento S que une a x con y; es decir S = {z +t(y —x), ¢t €[0,1]}.
Sean Ay = {teRlx+tly—xz) € A}, By ={teRlz+y(y—z) € B}.

AiNBy =0 Ay #0+# B; y proporcional una inconexién de S CONTRADICCION
Ya que el segmento S, se puede ver como un intervalo, y los intervalos son conjuntos conexos.

Teorema: Si A y B son subconjuntos conexos y no estan separados, entonces AU B es conexo.
Dem:

Sea X = AU B y supongamos que X no es conexo. Entonces existen Sy T # 0, SNnT=0 X =
SuT AcCS 6 ACT obien BCS 6 BCT.

Si A C S entonces B C S.

" AUBCS y T#0  CONTRADICCION.

Teorema: Sea G un conjunto abierto en R™. G es conexo si y sélo si cualquier par de puntos z,y
en GG se pueden unir por medio de una curva poligonal que cae enteramente en G.

Dem:

Suponga que G no es conexo y que A, B es una disconexién de G. Seaz € ANG y ye€ GNB y sea
P ={L,,.....,L;} una curva poligonal que cae enteramente en G que une x con y.



Sea k el nimero natural méds pequeno tal que el punto terminal zx_1 de Ly € AN G, el punto ter-
minal z; € BNG.

Si Ay y Bj se definen como:
Al = {t S Rl Zk—1 +t(Z]€ - Zkfl) €AN G}
By = {t € R| 2k—1 + t(Zk —z—1 € BN G}

Entonces A; y Bj son abiertos ajenos no vacios /de R. De donde el par A;, B; forman una dis-
conexién del intervalo unitario. CONTRADICCION.
.. S1 G no es conexo, 3 2 puntos de G que no se pueden unir por medio de una curva poligonal.

Ahora suponga que G es abierto conexo en R" y z € G.

Sea (G; el conjunto de todos los puntos de G que se pueden unir a x por medio de una curva polig-
onal que cae enteramente en G. Sea G5 tal que conste de todos los puntos de G que no se pueden unir a
x por medio de una curva poligonal que cae en G. Es claro que G1 NGy =0, G1 #0 yaquex € Gy y
demostraremos que G es abierto en R™.

Si y € G1 como G es abierto p.a. r > 0, |lw —y| < r implica que w € G. Por la definicién de
(1, y se puede unir a & por medio de una poligonal, y anadiendo un segmento de y a w, se deduce que
w € G1. Por tanto G es abierto de R™. Andlogamente, el subconjunto Gs es abierto en R™.

Si G5 no es vacio, G; y G9 forman una disconexion de G. CONTRADICCION.

Pues G es conexo. ;. Gy =

() y todo punto de G se puede unir a z por medio de una curva polig-
onal que cae por completo en G.



