Espacios Normados (Normas en R")

Uno de los conceptos mas importantes del calculo y del analisis matematico es el de métrica o
distancia.

En R"™ la nocién de metrico depende a su vez del concepto de norma de un vector.

Norma de un vector: Si 7 = (7,7) € R? es la longuitud del segmento de recta que une los puntos
0=(0,0) y P = (x,y), sabemos por el Teorema de Pitagoras que esta longuitud esta dada por
Este ntimero no negativo lo denominamos la norma de un vector © = OP. En el espacio
tridimensional tambien tenemos \/m como la norma de un vector con respecto al

origen.

Definicién.- Si = = (z1,...,2,) € R" definimos la norma euclidiana de z como el real no
negativo va2 + ... + 22 que denotaremos por cualquiera de los simbolos ||Z]| 6 N(z) es
decir,

17l = N(z) = Va2 + ... + 22

Tenemos asi una funcién || || : R® — R que designamos la norma euclidiana, la cual asigna
a cada vector € R™ un real ||Z||.
Desigualdad de Cauchy-Shwarz
Sean T = (x1,...,%n) ¥ = (y1,...,yn) elementos de R™ entonces |z1y1 + ... + Tpyn| <

N T T

Primero probaremos la desigualdad

lz1|[yi] + o+ 2|y < \/:L’%+—|—y%\/y%+—|—y%

lo cual implica la desigualdad deseada ya que

191 + - Ty < zalyr] + -+ 2]y



Solucién: Si alguno de los vectores T 6  es 0 entonces la desigualdad se cumplo trivialmente,
pues en este caso ambos miembros son 0. Si Z, 7 # 0 hagamos o = /23 + ... +y2 [ =
VY2 + ...+ y2 usando a y 3, la desigualdad a probar se escribe

[allyal + -+ |2allyn| < af

y como «, § > 0 esta desigualdad es equivalente a

1| (Y1 ’xn Un
— =+ —] |5 <1
’a 3 +...+ allgl|=
Dado que para cualquiera reales a y b se cumple
2 12
a®+b
bl <
jab] < 3
tenemos entonces que
2.7 a.a
z1| |y To||¥n| <« a? 2 o 32
2%+ + 2] % sttt

Pasemos ahora a las propiedades de la norma euclidiana.
Proposicion.- Para cualquiera vestores z,y € R"™ « € R se cumple:
D |z =0 [0 =0
1) [laz|| = [of|Z]
) |1z + gl < [|Z]] + [|7]]

) |z|=0 = z=0

Demostracion :
) ||Z|| = /2% + ... + 22 > 0 pues es la raiz positiva
1 z]l = 0



1) [laz]|

laz|| = +/(az1)?+ ...+ (axn)?
=+/a22? + ... +a222
=/a2(x? + ... +22)

= |ef|]]

m) |z + gl

Iz + 3l = (@1 +31)* +... + (@0 + yn)?
=22+ 22191 + Y2+ ..+ 22+ 2Ty + Y2
=224+ . 422 2y e Tayn) YR 2
= [|Z]]* + 2(z191 + - + Toyn) + 17

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Shwarz
T1y1 + -+ e < [|Z]][|7]
se tiene que
1Z(1* + 2(z191 + - .+ zayn) + 1717 < 2017 + 202 )|7] + 171° = (2] + 7]

Iz + gl* < [llz]l + [17]]* v al sacar raiz obtenemos ||z + || < [zl + 17|

1v) Si [|g]| = 0 se tiene entonces /22 + ...+ 22 = 0 es decir % + ... + 22 = 0 pero
r—i*>0
22=0 Vi=1,...,n
z=0

El concepto general de Norma en R". Las propiedades de la norma euclidiana nos ayudan para

definir la nocion abstracta de Norma.

Definicién: Una norma en R” es cualquier funcién || || : R®™ — R que satisface las siguientes
propiedades que denominaremos Axiomas de Norma para cualesquiera 7,y € R" y toda

a € R se cumple



) f|z|>=0 o]=0
) oz = |2
) ||z + gl < ||z + |7l

W) |z =0 = z=0

Proposicién: Para toda norma || || : R” — R se cumple:

D |-zl =zl VYzeR"
m lzll =1zl <llz —gll vz,yeR
Demostracién :
D=zl =1=1lz] = [z
m) 0< |zl =[lz =y +yll < |z — gl + [y
1zl = 17l < llz — ¥l
Intercambiando z por 3 obtenemos ||7]| — ||Z]| < |7 — z|| = ||z — 7|
gl =1zl < iz — gl
Otras normas en R"

Definimos || || : R” — R por || |1 = |z1] + ... + |z,] VZ € R™. Por demostrar || ||; es una

norma en R"
1) Dado que Vo € R |z| > 0, se tiene || ||1 = |z1] + ...+ |z, >0 VI ER”
1) Sia e Ry z=(xq,...,2,) € R", entonces

laz|| = |axi|+ ...+ oz,
= laflz] 4.+ |af[z,]
= laf(Jza] 4 A |2n])
=lalle] vz Rt



m) Siz = (z1,...,2,) Yy = (Y1,---,Yn) son elementos de R"

[z + 9l =lz1+yl+. .+ [0+ yal
<l 4+ fyal + -+ o] + [yn]
= x|+ ...+ |za| + - al + |

= [lZllx + 17 lh

St [|z]ly = 0

= x|+ ...+ |z =0y comocada |z;| >0i=1,...,n

entonces |z1|+ ...+ |z,| =0

= |z =0i=1,...,n

z=0

Consideremos ahora la funcién || || : R* — R dada por || ||ec = méx{|z1| + ... + |z.|}
VoreR"

Proposicién.- La funcién |||« : R” — R es una norma en R", que se denomina norma del

maximo o norma cubica.

Demostracion :

1. Puesto que |z;| >0 i=1,...,n
entonces

max{|ri| + ...+ |z,|} >0

es decir

[

2. Sea a € Ry z € R". Se tiene entonces que
laz| = méx{|az1|, ..., |ax,|} = max{|a||z], ..., |a||z.|}
Supongamos ahora que

|Tio| = méx{|z1], ..., |xa|}
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’l’la|2‘$1’ i ’izl,...,n

lol|zial 2 lafle:] ¥V i=1,..n
|axin| > || V i=1,....n
por lo que
|a[zia] = Jowi| = méx{[azy],. .., |aza|} = max{|al|zi],. .., |af|zn[}
es decir
la| méx{|z1], ..., |zn|} = méx{|azy|,..., |ax,|} = méx{|al||z1],. .., |a||z.|}
| |7]loe = llazlo
N7+ Ylloo = méx{|zy + vl |2 4 ynl}
Sea
lz1a + o] < méx{|zr +yily .o |20 4 Unl}
como

|z + yra| < |zia] + |y

se tiene que

max{|zy +y1|, ..., [0 + ynl} < |T10] + [110]
pero por definicién de
max{|z1| + ... + |z} max{|yi|+ ...+ |ynl}
también se tiene que
[zro] Smédx{|zi|+ ..+ nl} e Smdx{ly] 4.+ fynl}
luego
max{|z1 +yi1|, -, |Tn + Y|} < méx{|z1| + ...+ |2a|} + méax{|y1]| + ...+ |yal}

O sea

17+ Glloo < 1Z[lo0 + 17lloo



4. |27l = max{|z1| + ...+ |za|}

sea
|z1a| = max{|zi| 4+ ... + |z,|}
entonces

|z1a| =0
|z1a| =0
Sea I = [0, 1]. Demsotrar que ||f|| = sup{|f(x)|}. Es una norma de C0, 1].

Solucién: Recordar que toda funciéon real continua definida en un intervalo cerrado es acotada,
por tanto || f|| esta bien definida. Puesto que |f(z)] >0 ¥V x € I entonces ||f|| >0y
ademas ||f|| =0sii [f(x)]=0 V zel iesiif=0

Recordemos un resultado

Sean ay b nuimeros reales tales que a < b+ €. Demostar que a < b

Supongase que a > b entonces a =b+9, 0 >0

tomamos
1)
— = £
2
entonces
)
a>b+5>b+§:b+€ \V4
a<b

ahora sea ¢ > 0. Entonces existe g € I tal que

If + 9l =sup{|f(z) + g(=)|}
< |f(zo) + g(zo)| + €
< |f(zo)| + lg(zo)| + €
< sup{[f(@)|} + sup{lg(z)|} + ¢
= Ifl+llgll +<
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1F +gll < W[ £IF+ gl

Sea k € R entonces
[EfIl = sup{|kf(z)|}
= sup{[k|[f (=)}
= | k| sup{|f(z)[}
= [E[[f ()]l

Demostrar que || f|| = / | f(z)|dx es una norma de C[0, 1] (funciones continuas en el intervalo
[0,1])
1 1
LAl = [ lfeide = 0puestoque (7@ 20 = [ [f@ldr=0
0 0

2. Tenemos que

Ikf = / Ik f ()] de

/ Bl1 @)
Ik / F()lda

= K[l £]
3. Tenemos que

I+l = / (@) + g()lde
/Hf( )+ lg(x)|da

/|f |dx+/|g )lda

= [+ llgll



