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18. VOP ⊆ N3. VOPn,m,p syss la Variable vn Ocurre en la AP–expresión con
número de secuencia m, en la Posición p.

VOPn,m,p syss mp  g1vn

19. VOF ⊆ N2. VOFn,m syss la Variable vn Ocurre en la AP–Fórmula con
número de secuencia m.

VOFn,m syss FORMm ∧ ∃y  lgm VOP n, m, y

20. 0) VOAP1 ⊆ N3. VOAP1n,m,p syss la Variable vn Ocurre en la AP–expresión
con número de secuencia m en la Posición p y es la variable del cuantificador
universal ∀vn.

VOAP1n,m,p syss VOPn,m,p ∧ mp −1  g1∀

00) VOAP2 ⊆ N3. VOAP2n,m,p syss la Variable vn Ocurre en la
AP–expresión con número de secuencia m en la Posición p y está en el
alcance del cuantificador universal ∀vn.

VOAP2n,m,p syss VOPn,m,p ∧

∧ ∃x  m ∃y  m ∃z  m m  x  cun,y  z ∧

∧ VOP n, y , p − lgx  3

Obsérvese que queda contemplado el caso en que la fórmula, con número de
secuencia m, sea la cuantificación universal ∀vn de otra fórmula (es el caso
x  1  z y recordando que 1  a  a  a  1 y que lg1  0.

a) VOAP ⊆ N3. VOAPn,m,p syss la Variable vn Ocurre Acotada en la
AP–expresión con número de secuencia m en la Posición p.

VOAPn,m,p syss VOAP1n,m,p ∨ VOAP2n,m,p
b) VOAF ⊆ N2. VOAFn,m syss la Variable vn Ocurre Acotada en la
AP–Fórmula con número de secuencia m.

VOAFn,m syss FORMm ∧ ∃y  lgm VOAPn,m,y

21. a) VOLP ⊆ N3. VOLPn,m,p syss la Variable vn Ocurre Libre en la
AP–expresión con número de secuencia m en la Posición p.

VOLPn,m,p syss VOPn,m,p ∧ VOAPn,m,p
b) VOLF ⊆ N2. VOLFn,m syss la Variable vn Ocurre Libre en la AP–Fórmula
con número de secuencia m.
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VOLFn,m syss FORMm ∧ ∃y  lgm VOLPn,m,y

22. SFRM ⊆ N2. SFRMn,m syss n es el número de secuencia de una
SubFóRMula de la AP–fórmula con número de secuencia m.

SFRMn,m syss FORMn ∧ FORMm ∧

∧ ∃x  m ∃y  m m  x  n  y

Para el caso en que la subfórmula sea ella misma, n  m, la observación
hecha en 20.00) es aplicable.

23. VOT ⊆ N2. VOTn,q syss la Variable vn Ocurre en el AP–Término con número
de secuencia q.

VOTn,q syss TERMq ∧ ∃y  lgq VOPn,q,y

24. TLVF ⊆ N3. TLVFq,n,m syss el Término, con número de secuencia q, es
Libre para la Variable vn en la AP–Fórmula con número de secuencia m.

TLVFq,n,m
syss TERMq ∧ FORMm ∧

∧  ∃x ≤ q ∃y ≤ m ∃z  m VOT x, q ∧ SFRM y, m ∧ y  cu x, z ∧

∧∀w ≤ m SFRM w, m ∧ SFRM y, w  VOLF n, w

25. Quisieramos tener una función pol : N3  N, la cual trabaje de la siguiente
manera, Si poln,m,k  p, entonces la k–ésima Ocurrencia Libre de vn, en la
AP–expresión con número de secuencia m, ocupa la Posición p.

Ejemplo: Sea m  g2, donde  es la AP–fórmula,

∀v28v28 ≈ v35  fsv35 ≈ v28

Tenemos la siguiente situación:

k  0 1 0

   ∀ v28  v28 ≈ v35    fs  v35  ≈ v28  

p  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Así tendríamos que,

pol35,m, 0  6 pol35,m, 1  12 pol28,m, 0  15
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En los casos en que, la variable no ocurra o sus ocurrencias sean todas acotadas o
que no hubiera una k–ésima ocurrencia libre de la variable, el valor que tome la
función pol no importa —con tal de que no nos meta en problemas. Una buena
solución, y que nos servirá más adelante, es que tome como valor a la lgm.

En nuestro ejemplo, pol41,m,k  lgm  18, para toda k. Y para toda k ≥ 1,
tendríamos que pol28,m,k  lgm  18.

Podemos definir pol recursivamente, a partir de recursivas, como sigue:

pol n, m, 0  ylgm VOLP n, m, y

pol n, m, k  ylgm VOLPn,m,y ∧ y  poln,m,k

26. Queremos una función nol : N2  N, la cual trabaje de la siguiente manera:
Si noln,m  l, entonces la variable vn Ocurre Libre en la AP–expresión con
número de secuencia m, un Número l de veces.

En el ejemplo anterior tendríamos:
nol28,m  1, nol35,m  2 y nol41,m  0.

La función nol es recursiva pues,

noln,m 
ylgm

∑ sg CVOLPn,m,y

donde CVOLP es la función característica de VOLP. Otra respuesta posible es,

noln,m  ylgm poln,m,y  lgm

27. Queremos una función remp : N3  N, la cual trabaje de la siguiente manera:
Si n y m son números de secuencia de dos AP–expresiones, digamos E y F
respectivamente y si rempn,m,p  k, entonces k es el número de secuencia
de la AP–expresión que se obtiene de E, al REeMplazar el símbolo que ocurre
en la Posición p, por la AP–expresión F.
Un ejemplo: Si E  f v0, c0 ≈ c0 y F  fsc0 donde g2E  n y g2F  m,
entonces

rempn,m, 3  g2 f fsc0, c0 ≈ c0 y
rempn,m, 2  g2 ffsc0v0, c0 ≈ c0
La función remp es recursiva pues,

rempn,m,p 
ip

 Pi
ni  m 

jlgn −p
 Pj

njp

¿ Qué ocurre si p ≥ lgn ?
R: rempn,m,p  n  1  m  1  n  m.
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28. a) Queremos una función sus : N4  N tal que si susn,m,k, l  o, entonces o
es el número de secuencia de la AP–expresión que resulta de SUStituir las
primeras l ocurrencias libres de la variable vm por la AP–expresión con
número de secuencia k en la AP–expresión con número de secuencia n.
La función sus queda definida recursivamente, a partir de recursivas, como
sigue:

susn,m,k, 0  n

susn,m,k, l  remp susn,m,k, l, k , polm,n, l  l  lgk

b) Queremos una función sst : N3  N. tal que si sstn,m,k  z, entonces z
es el número de secuencia de la AP–expresión que resulta de SuStituir Todas
las ocurrencias libres de la variable vm por la AP–expresión con número de
secuencia k en la AP–expresión con número de secuencia n.

sstn,m,k  susn,m,k,nolm,n

29. i) Axiomas Lógicos (segunda parte).
d) AL4x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL4 :

AL4x syss ∃y  x ∃z  x ∃w  x TLVFy, z,w ∧

∧ x  imp cuz,w, sstw, z,y

e) AL5x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL5 :

AL5x syss ∃y  x ∃z  x ∃w  x FORMy ∧ FORMz ∧ VOLFw,y ∧

∧ x  imp cu w, impy, z , imp y, cuw, z

g) AL7x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL7 :
AL7x syss ... T A R E A.

ii) AL ⊆ N.
ALx syss x es el número de secuencia de un Axioma Lógico.

ALx syss AL1x ∨. . .∨ AL7x
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30. Axiomas Propios. Axiomas de Peano, AP (segunda parte).
i) APIn syss n es el número de secuencia de una fómula perteneciente al grupo

de axiomas de PI (Principio de Inducción).
APIn

syss ∃x  n ∃y  n FORMx ∧ VOLFy,x ∧

∧ n  imp sstx,y, 2g1c  ,

imp cu y , imp x , sstx,y, 2g1fs   pp2g1vy   , cuy,x

ii) AAP ⊆ N.
AAPn syss n es el número de secuencia de un axioma propio del sistema

Axiomático de AP.
AAPn syss AP1n ∨ … ∨ AP6n ∨ APIn

31. PRU ⊆ N2.
PRUn,m syss n es el número de gödel de una sucesión finita de
AP–fórmulas la cual es una prueba en el sistema —en nuestro caso el de
Mendelson— de la fórmula con número de secuencia m.

PRUn,m syss FORMm ∧ nlgn −1  m ∧ ∀i  lgn FORMni ∧

∧ ALni ∨ AAPni ∨ ∃j  i ∃k  i MP nj, nk, ni

∨ ∃j  i GEN nj, ni

†
Surge la pregunta ¿la propiedad “ser un teorema, en AP” es recursiva? Veamos.

TEO ⊆ N. TEOm syss m es el número de gödel de una fórmula la cual es un
TEOrema, en el sistema AP.

Podríamos intentar ver que es recursivo, de la siguiente manera:

TEOm syss ∃x PRUx,m

Pero el cuantificador ¡no lo podemos acotar! Esto nos impide el probar –por éste
camino, al menos– que TEO sea una propiedad recursiva.

De hecho, TEO NO es recursiva. Queda pendiente probarlo.
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