Logica Matematica Il Lenguajes Formales e Interpretacion.

Variables Libres y Acotadas

La forma cotidiana -por supuesto, en matematicas- de usar las variables, envuelve
dos maneras distintas. Veamos tres ejemplos:

I. Las integrales, en el plano real (R?) :
1. [ i
a. [ +ai b. [ +ds
Dicen lo mismo: 1.y b.
Dicen cosas distintas: 1. y a.

Il. Las sumatorias, en los enteros (7)

2. Z a;
i=1

m

C. Z a; d. Z a;
J=1 i=1
Dicen lo mismo: 2.y c.
Dicen cosas distintas: 2. y d.

lll. Los polinomios con coeficientes en los reales (R) :
3. ax?+bx+c

e. wr+by+c f. a/x>+b'x+c
Dicen lo mismo: 3.y e.
Dicen cosas distintas: 3. y f.

Es claro que hay dos maneras distintas de usar una variable. Unas se llaman
Acotadas y las otras Libres. Tratemos de entresacar algunas de sus propiedades:

Variable Acotada: Variable de “adeveras” o "muda"; una verdadera variable, puede
tomar todos los valores -del dominio de variabilidad- pero ninguno en particular.

Variable Libre: Variable de “hule”, “aparente”, puede ser cualquier cosa -elemento
del dominio de variabilidad-, pero uno solo, inamovible durante el discurso.

Variable Acotada: Si se cambia la variable, por otra, no cambia el significado de la

expresion.
Variable Libre: Si se cambia la variable, por otra, cambia el significado de la
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expresion.
Son variables acotadas: En1.,¢. En2.,i. En 3. x.
Son variables libres: En1.,x. En2.,n. En 3., a,b y c.

Una definicién formal de variable libre — o0 acotada — tiene que ser recursiva,
debido a la forma en que se definié p—férmula. Hay varias maneras de hacerlo y aqui
daremos dos. Para dar la primera necesitamos la nocién de subférmula de una
férmula.

Sea p un tipo de semejanza y £, un lenguaje de tipo p.

Definicion Recursiva de Subférmulas de una féormula.
I} Si a es una féormula atémica, entonces la unica Subformula de o es ella misma,

II} 1. Sean a, f € FRM,,.

—) Las Subférmulas de (—a) son las subférmulas de «a y ella misma, (—a).
[1) Las Subférmulas de (al1B) son las subférmulas de a, las subférmulas
de Sy ella misma, (al1B). Aqui hay que reemplazar el metasimbolo L1 por todos y
cada uno de los conectivos: & ,V, — Yy <.
2.Seana € FRM,yn € N.
a) Las Subférmulas de (Vv, o) son las subformulas de a y ella misma.

b) Las Subformulas de (3v, ) son las subférmulas de « y ella misma.

Con esta nocién, podemos pasar a dar la definicion formal de variable libre y
acotada. Puesto que una variable puede ocurrir varias veces en una formula, la
definicion se hara para cada una de las ocurrencias.

Definicion. Sean x € VAR 'y € FRM,. Una ocurrencia de x en 3, es Acotada en 3
syss hay una subférmula de g de la forma (Vxa) o de la forma (3xa) y dicha
ocurrencia es la variable del cuantificador o x ocurre en a.

Dicho de manera coloquial, una ocurrencia de la variable x en 3, es acotada en 8
syss dicha ocurrencia de x, es la variable de un cuantificador que aparece en f3, o
esta en el alcance de algun cuantificador “Vx” o “3x” perteneciente a una subformula
de B. Pasemos a dar la otra parte.

Definicion. Sean f € FRM, y x € VAR,. Una ocurrencia de x en 3 es Libre, en
syss dicha ocurrencia no es acotada en p. Y decimos que x Ocurre Libre en [ syss x
tiene una ocurrencia libre en .
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Ejemplos: Sea p = {P} U{f} U{c}, donde P € P,, fe FiyceC. Y
Consideremos las siguientes p—formulas:

1. P(x,y)

2. 3zP(x,y)

3. VxP(x,y)

4. IxP(x,y) — flx) = ¢
5

Vx(P(x,y) — VyP<f(x),y>)

En 1.y en 2. las unicas ocurencias de x y de y son libres y la unica ocurrencia de
z, es acotada en 2. En 3., todas las ocurencias de x son acotadas y la unica de y es
libre. En 4., las primeras dos ocurencias de x son acotadas y la ultima es libre; la
Unica de y es libre. En 5., todas las ocurencias de x (a saber 3) son acotadas, la
primera de y es libre y las otras dos, son acotadas.

Pasemos ahora a dar una segunda manera de definir formalmente estas nociones;
también tiene que ser recursiva y la daremos para el conjunto de ocurrencias libres de
una férmula. Esta tiene un defecto y haremos los comentarios pertinentes
posteriormente a la definicion.

Definicién Recursiva del Conjunto de Variables Libres de una Férmula.
I} Si a es p—atdmica, entonces la variable x Ocurre Libre en a syss x ocurre en a.

||J 1). Sean a, § € FRM,,

—) La variable x Ocurre Libre en (—f3) syss x ocurre libre en .

[]) La variable x Ocurre Libre en (fLly) syss x ocurre libre en § u ocurre
libre en y.

Aqui hay que reemplazar el metasimbolo [ por todos y cada uno de los
conectivos: & ,V, -y «—.

2).Sean f € FRM,yx,y € VAR.
a) La variable x Ocurre Libre en (Vyf3) syss x ocurre libreen y x + y.
b) La variable x Ocurre Libre en (3yp) syss x ocurre libre en By x + y.

Obsérvese que lo que definimos es que "una variable ocurra libre en una férmula",
pero no hemos dicho en que lugar ocurra. Por lo que una variable puede ocurrir libre y
sin embargo tener ocurrencias que no son libres en la misma férmula; p. e. vea 5. Asi,
no es posible, de aqui, dar una definicién de variable acotada.

Sin embargo, si podemos dar una definicion de uno de los conceptos mas
importantes que necesitaremos.
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Definiciéon. Sea o € FRM,. Diremos que ¢ es un Enunciado de Tipo p, en breve,
p—Enunciado syss todas las ocurrencias de sus variables no son libres.

Notacion: L = {go € ®, / en ¢ aparecen a lo mas n variables Iibres}

Asi, L = {o € FRM, / o esun p—enunciado}.

‘Rafael Rojas Barbachano 17




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


