Logica Matematica Il

Pasemos ahora al ultimo resultado previo a la prueba del Metateorema de
Compacidad.

Lemay. Toda Teoria de Henkin tiene modelo.
Prueba. Sea ' < £{ una Teoria de Henkin, veamos que es satisfacible. Para
construir un modelo para T, necesitamos dar un par de definiciones y algunos
resultados. Sea

A = {r € TRM, / Tt es cerrado}

Afirmacion,. 4’ + 0.
Prueba: Puesto que T es f~teoria, se tiene que UV, < T. En particular, tenemos que
dvas(vas = vag) € UV, < T. Ahora bien, como T es cerrada bajo testigos, hay una
constante ¢ € C, tal, que (c ~ ¢) € T. Asi,c € 4'.

Definimos una relacion binaria, =, sobre 4', como sigue: Si 7, ' € 4’ entonces

t=17 syss (t~7)eT

Afirmacion,. La relaciéon =, es de equivalencia sobre 4'.
Prueba: Es directa, usando que UV, < Ty de que T es cerrado bajo consecuencias
finitas. i

Notacion: 1) Siz e 4', escribiremos 7 = {r’ ed |1 = r}

2) A=4"/= ={?/TEA’}

En cada clase de equivalencia, hay una constante.

Afirmacion;. Paracadat € 4, hayunac e C, talque T = 7.
Prueba. Sea pues 7 € 4'. Tenemos que Fvo(vo = 7) € UV, < T. Ahora, como T es
cerrada bajo testigos, hay una c € C, tal que (c = 7) € T es decir que ¢ = 7 y por tanto

c=T. ¥
Afirmaciony. Sean fe 7,y P € P}y sean r, T, ..., Th, T, €A ASI
Sity =1),...,t, = 7, entonces
O fAry,...,tn) = AT, ...,T)). y
<) P(ti,...,1,) € Tsyss P(t},...,7,) € T.
Prueba: Es directa, usando las definiciones y las propiedades de T. i

Pasemos ahora a definir una estructura 2l , de tipo p, como sigue :

I). ElUniverso de 2, es 4.
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Il). a) Sice(,, entonces c® =7.
b) Sif e F%, considere la operacion f* : A" — A dada por :

Si77,...,7, € 4, entonces fA(771,...,T,) = AT1,...,Tn)
c) SiP e Py, considere la relaciéon P* < 4" dada por :
si77,...,7, € 4, entonces (77,...,7,) € P* syss P(zy,...,1,) € T.

Obsérvese que 4 + @ debido a la Afirmacion;. Y el hecho de que /* y P* estén bien
definidas, es gracias a la Afirmacién,. Verémos mas adelante que I satisface a T’

antes,
Afirmacions. Para todo r € 4/, se tiene que 7% = 7.
prueba. Se hara por induccién sobre la formacion de p—términos :
i) Seac € C,, Porll.a), se tiene que ¢* = Z.
ii) Seafe Fi, yseanrty,...,t, €4
Supongamos inductivamente que 3 = 77,..., 72 = T,,. Asi
1

A
( Ar1,...,Th) ) = fAEY, .t Interpretacion de p—término (cerrado)
= A(11,....T») Hipdtesis Inductiva y 7 es funcién
= flt1,...,Tn) Definicion Il.b)
T

Pasemos finalmente a ver que 2 = 7. Probaremos algo mas fuerte:

Afirmacion;. Para cualquier o € £ se tiene que:

GET SySS Q[':G .............................................

Prueba. Esta la haremos por Induccion Modificada sobre el niumero de simbolos que

aparecen en un p—enunciado o, | £,(o) | :
Sea pues o € LY tal, que | L,(o) | = m Yy supongamos inductivamente que para

cualquier ¢’ € £9, si | £L,(0) | < m, entoces ¢’ tiene la propiedad . Tenemos 5

casos posibles:

CASO,.0 = (11 ~ 12),donde 7,72 € 4’ :

A= (11 = 12) syss =3 Tarski
syss T =1, Afirmacion;
Syss T =12 propiedades de =
syss (t1=212) €T definicion de =
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CASO,. 0 = P(t4,...,7,),donde P € Phyti,...,T, € 4" :

A= P(t1,...,T0) syss (%,..., ) e p¥ Tarski
syss (t1,...,7,) € P* Afirmacions;
Syss P(ty,...,tn) T por ll.c)

CASO;.0 = (—¢'), donde ¢’ € L) :

A E (—o') syss AL o o' e L
syss o eT por &, pues | £,(c") | < m
syss (—wc') eT por (*)

(")
=] Sic' ¢ T porlaf~completud de la /~teoria T, tenemos que (—c') € T
<] Si(—c') € Tentonces ¢’ ¢ T, pues en caso contrario {c',—c'} seria un subconjunto
finito de T no—satisfacible, contradiciendo que T es finitamente satisfacible.

CASO,.0 = (01 Vo032), donde o1, 05 € £Y :
A= (o1 Vo2) Syss AE=Eoc oA E o, Tarski
syss c,€Too, €T por &, pues | £,(c1)

, | £o(02) | <m
syss (c1Voa)eT por (**)
()
=] Sup.s.p.g.quec; € T. Comoo, = (01 Voz)y Tes f~teoriatenemos que (6, Voy) e T
<] Supongamos que (o; Voz) € T. Como (61 Vo2) Eo10 (0 Vo2) Eo,ydeque

T es f~teoria tenemos que 6, € To o, € T.

CASO;. 0 = (3xa(x)), donde a € £}, :

A = Ixa(x) syss hayT e d, A= alx)| 7 ] Tarski
syss hayceC,, Ak a(x)[ T ] Afirmacion;
syss hayc e C,, A = a(x)[ ¥ ] Afirmacions
syss hayceC,, AEa(x/c) Lema de Sustitucion
syss hayceC, a(x/c)eT Por &, pues ‘;ﬁp(a(x / c))‘ <m
syss (Fxa(x)) e T (**)
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(***) .
<] Por ser T cerrada bajo testigos.
=] SiceCp ya(x/c) e T, entonces (3xa) € T,

pues a(x/c) E (Ixa) y T es f~teoria. T

De este resultado desprendemos que 2 = T.

Asi, toda teoria de Henkin es satifacible o si se prefiere toda teoria de Henkin tiene
un Modelo.
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