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1. INTRODUCCION.

Los escritos de Arisototeles, compilados en el Organon, que contenian sus estu-
dios acerca de la Légica establecieron un canon para el razonamiento estructurado

que ha perdurado hasta nuestra era.

Con la ayuda de los filésofos racionalis-

tas (Descartes, Leibniz) del siglo XVII, la 16gica aristotélica se transformé en la
plataforma de la ciencia que habria de desarrollarse posteriormente. Este legado a

la cultura occidental fue tan profundo que es llamada légica clasica.

Antes que rendir cuentas a la 1égica aristotélica repasemos los antecedentes a su
creacién para comprender su estructura intrinseca. Como racionalista, Aristételes
se empefnio en construir una teoria de la clasificaciéon y la definiciéon con el fin de
eliminar las ambiguedades del lenguaje y darle mayor precisién a los argumentos
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filosdficos. Su clasificacién suponia que el mundo de los objetos (para él el dnico
mundo) podia ser organizado a través de dos relaciones: género y especie. Consid-
eraba una version del axioma de especificacién: una propiedad puede ser vista como
el conjunto de objetos que la satisfacen. El conjunto de los objetos con la propiedad
7x” habria de llamarse género, y cualquier elemento una especie. El agua es una
especie del género fluido. Es importante notar que especies pueden ser a su vez
géneros, como el tridngulo, que es una especie del género poligono y un género para
los tridngulos rectangulos. El problema de definir un objeto se reduce a encontrar
una clase finita de géneros tales que lo tengan como unico elemento en comun.

La légica aristotélica es por tanto una légica de clases, tratando las relaciones
que existen entre subconjuntos de un conjunto universal de objetos. Dado que
cualquier algebra booleana se encaja naturalemente en la potencia de un conjunto,
no es de sorprender que Boole diera en 1847 con una algebrizacién booleana de la
logica. Esto ultimo es una realizacion matematica del ideal aristotélico.

La relevancia de esta observacion es la siguiente: la légica clasica no es producto
de una organizacién metafisica del mundo (como lo habfa pensado Aristételes) sino
la consecuencia de un modo de pensamiento. Esto nos sugiere que otros modos de
pensamiento podrian conllevar logicas diferentes. Asi surgen las 16gicas no-clasicas.

2. Locica INTUICIONISTA.

2.1. Introduccién. El quehacer matematico del siglo XIX observé un rapido crec-
imiento del método abstracto. La introduccién de la teoria de conjuntos de Cantor,
las geometrias no euclidianas, el inicio del dlgebra abstracta, son factores que desen-
cadenaron el esceptisismo de un grupo de matematicos. Este grupo! fue conformado
por matematicos destacados como: Poincare, Kroeneker, Borel y sobre todo L.E.J.
Brouwer. Abogaban por el constructivismo: una corriente filoséfica cuya idea bésica
es que la existencia de los objetos matematicos solo puede ser asegurada a través de
su construcciéon. Una consecuencia de estd postura es el rechazo de la demostracién
por reduccién al absurdo, a saber no es vélido demostrar un existencial Jz¢(z)
obteniendo una contradiccién de Vz—¢(z). Brouwer, el integrante més radical del
grupo, consagro varios textos al fin de establecer el constructivismo como una posi-
bilidad real dentro de las matematicas y en los cuales estableci6 los fundamentos
para una logica adecuada a sus ideas filoséficas llamada: l6gica intuicionista.

Heyting, pupilo de Brouwer, formalizé el intuicionismo dando una interpretacién
al lenguaje que capta la esencia de la légica broweriana y cristalizando sus reglas en
las relaciones que definen un dlgebra de Heyting (andlogo a las dlgebras booleanas).
La interpretacion es llamada BHK (por Brouwer, Heyting y Kolmogorov) y consiste
en pensar una férmula como si fuera el testigo de la demostracién de ella misma.
Esto es, pensamos al simbolo ¢ como una prueba de que la propiedad enunciada por
¢ es verdad. Asi la interpretacion BHK estd basada en la nocién de prueba y no en
la de verdad (hay que notar que no estamos tratando con pruebas formales, sino con
una nocién intuitiva de argumento convincente; de la misma manera Aristételes no
estaba pensando en los conjuntos de una teoria axiomética formal, como ZFC, sino
en una nocién intuitiva de clase). La demostrabilidad de las férmulas compuestas
estd determinada por la demostrabilidad de sus partes y los conectivos logicos que
contiene:

1Usamos grupo aqui para coleccionar varias personas con ideales filos6ficos parecidos, no para
decir que se reconocian como tal.
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2.2. Interpretacion BHK.

(1) Una prueba de ¢ A 1? consiste de una prueba de ¢ y una prueba de 1) més
la conclusién ¢ A 1.

(2) Una prueba de ¢ V 1) consiste en una prueba de ¢ o una prueba de 1 més
la conclusién ¢ V 1.

(3) Una prueba de ¢ — 1 consiste de un método para convertir cualquier
prueba de ¢ en una prueba de .

(4) Una prueba de Jz¢(x) consiste en un objeto de nombre ¢ construido en el
dominio del discurso méds una prueba de que ¢(d) y la conclusién Iz (z).

(5) Una prueba de Vz¢(x) consiste de un método que de cada objeto ¢ con-
struido en el dominio del discurso produce una prueba de ¢(d).

Observen que una prueba de —¢ es una forma de convertir cualquier prueba de
¢ en una contradiccién (L). Demos un ejemplo: la férmula (¢p — ¢) = (-¢ — )
es verdad en el sentido intuicionista, i.e. es demostrable. Segun la interpretacion
BHK una demostracién de la férmula seria un método para convertir una prueba
de (¢p — ¢) en una prueba de (—¢ — —), asi que supongamos que tenemos una
prueba de (¢ — ¢). Para dar una prueba de (—¢ — —t)) hemos de mostrar que
dada una prueba de —¢ podemos derivar una prueba de =), por lo que tambien
debemos de suponer —¢. Por ultimo para demostrar —¢ suponemos una prueba
de ¥ y debemos de llegar a una contradiccién. Sin embargo nuestras suposiciones
incluyen una prueba de (¥p — ¢) que es es un método para derivar una prueba de
¢ partiendo de una prueba de v, por lo que podemos transformar nuestra supuesta
prueba de ¢ en una de ¢. La otra suposicién (—¢) nos da una manera de convertir
una prueba de ¢ en una contradiccion, por lo que al insertar nuestra pueba de ¢
obtenemos la contradiccion deseada.

Es posible extraer ciertas reglas de inferencia que son vélidas bajo esta inter-
pretacion:

IA : De ¢ y ¥ se puede concluir ¢ A 1.
EA : De ¢ A ¢ se puede concluir ¢ y .
I— : De ¢ y ¢ — 9 se puede concluir .
E— : Si se puede derivar ¢ de la premisa ¢ entonces se puede concluir ¢ — .
IV : De ¢ o ¢ se puede concluir ¢ V 9.
E Vv : Sise puede derivar x de la premisa ¢ y tambien de la premisa 1, entonces
se puede concluir y de la premisa ¢ V .
IV : Si se obtiene una derivacién de ¢(z) donde x no aparece libre en ninguna
de las premisas entonces se puede concluir Vao(x).
EV : Si uno tiene una derivacién de Vz¢(x) entonces es posible concluir ¢(¢)
para cualquier término t.
13 : De ¢(t) para cualquier término t se puede concluir Jz¢(x).
E3 : Si se obtiene una derivacién de ¢ a partir de ¢(x), y x no es libre en 1
o en cualquier otra premisa aparte de ¢(x), entonces uno puede concluir ¢
de la premisa Jx¢(x).

De este sistema natural de deduccién (ver Gentzen [10]) podemos comenzar a
derivar ciertas verdades intuicionistas, y distinguir aquellas proposiciones clasicas
que ya no se satisfacen. Como ejemplos arquetipicos de férmulas que no se cumplen
tenemos:

2Para detalles acerca del lenguaje utilizado vease la seccién 2.3.
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¢V o
(P AY) = =V )
(¢ —=¢) = 9V
(@1 Vx) = (0= 1Y) V(o= x)
g = ¢
(¢ =) = ¢) = ¢
(—¢ = ) = (Y — @)
Un buen ejercicio para el lector es pensar por qué las implicaciones en la otra
direccién si son validas.

2.3. Sistema Formal de la Légica Intuicionista (IPC). El sistema natural
de deduccion antes mencionado puede ser formalizado en un sistema axiomatico
llamado IPC. El lenguaje del cdlculo de proposiciones de la légica intuicionista es
muy parecido al de la légica cldsica: se conservan los conectivos A, V, — y las letras
proposicionales {P;|i € IN}, adem4s se introduce un nuevo simbolo L que se utiliza
para definir la negacién: —¢ := ¢ — L. El simbolo L sera interpretado como un
absurdo. Las férmulas se construyen siguiendo el método recursivo usual con la
unica diferencia que como férmula atémica tambien se acepta L (i.e. juega el papel
de una letra proposicional). La tnica regla de inferencia vélida serd Modus Ponens.

2.3.1. Axiomas para IPC.

¢ = (b= ¢)
(@ = W—=x) = (0—=9) = (¢—=x)

Este cédlculo de proposiciones difiere muy poco del célculo clasico en donde el
siguiente esquema de axioma era valido:

o (70 =) = ((m¢ = —p) = @)

De donde era posible demostrar por reduccién al absurdo. Sin embargo muchas
de las capacidades del sistema clasico siguen vigentes como:

Teorema 2.1 (Metateorema de la Deduccién). Sean {¢pv},I' C FRMipc. En-
tonces ¢; 1 Frpo i si y solo si I'Frpo ¢ — 1.

Proposicién 2.2. Sea ¢ € FRM;pc. Entonces Fipc ¢ — ¢.

Proposicion 2.3. Son teoremas de IPC:

(1) (d =Y Ax) < (6= P)A (¢ — X))
(2) (6= x)N (@ —x) < (6V) = Xx)
(3) (¢ — (= x)) < (9AY) = X)
(4) ((p V) A=¢) — 1

(5) (=)= (¥ = x) = (¢ = X))
(6) (¢ =) = (=Y — —9)

(7) ¢ — ¢

Mas interesante que jugar con la maquinaria de demostracién de la légica intu-
icionista es darle una interpretacién correcta.
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2.4. Semantica de la légica Intuicionista. El universo constructivista de la
l6gica intuicionista nos sugiere la imagen de un mundo que evoluciona de manera
positiva. Un mundo en el cual las verdades se van asegurando poco a poco; en
donde una prueba no puede ser negada. Imaginamos la mente un matematico ideal
cuya unica actividad es buscar la verdad con un solo método: la demostracién
constructiva. ;jCuales son los caminos que puede tomar?

Formalizamos estd idea en lo que se llama un marco de Kripke para la logica
intuicionista:

Definicién Un marco de Kripke es una pareja ordenada (M, R) donde M es un
conjunto no vacio y R es una relacién binaria reflexiva, transitiva y antisimétrica
sobre M, es decir R es un orden parcial sobre M.

Los elementos de M son llamados mundos, la relacién R es llamada la relacién
de accesibilidad. Interpretamos nuestro lenguaje sobre este tipo de estructuras
dando valores de verdad a las letras proposicionales en cada uno de los mundos de
un marco de Kripke con la tnica restriccién de que la verdad se preserve en los
mundos accesibles.

Definicién Sea (M, R) un marco de Kripke. Una (M, R)-Asignacién es una funcién
V i {P;}ienU{Ll}x M — {0,1} monétona® tal que V (L, w) = 0 para todo w € M.
Un marco de Kripke junto con una (M, R)-asignacién recibe el nombre de modelo
de Kripke (M, R, V).

La verdad de un enunciado del lenguaje formal en un mundo de un modelo de
Kripe se define de manera recursiva:

Satisfacibilidad Intuicionista Sea (M, R, V) un modelo de Kripke. Se dice que
un mundo w de (M, R, V) satisface una férmula ¢ (w I- ¢)* si y solo si:

e p=PF, yV(P,w)=1.

ep=9vAxywlyywlyx.

ep=0yVyywlyowl x.

e ¢ = 1) — Yy y para todo w’ tal que wRw’ se cumple que w’ I 1) implica w’ I+ .

Notemos que L no es satisfecho en ningun mundo y por lo tanto la satisfacibilidad
de la negacion queda definida de la siguiente manera:

w Ik —a si y solo si para todo w’ tal que wRw' si w’ IF a entonces w’ I- L siy
solo si para todo w’ tal que wRw' w' ¥ «.

La ”satisfacibilidad” sobre las letras proposicionales es mondtona segun nuestra
definicién, sin embargo esta propiedad se hereda a todas las férmulas.

Proposicién 2.4. Sea (M,R,V) un modelo de Kripke y ¢ € FRMp;. Siwl- ¢ y
w’ es tal que wRw' entonces w' - ¢.

Proof. Por induccién sobre la formacion de férmulas. |

Definicién Sea (M, R,V) un modelo de Kripke. Se dice que el modelo satisface
una férmula ¢, denotado por (M, R, V) Ik ¢, si w Ik ¢ para toda w € M.

3Es decir, si wRw' entonces V (P, w) < V (P, w')

4Una notacién més adecuada deberia de contener la informacién (M,R,V) ya que la satisfaci-
bilidad depende del modelo en el cual se este hablando, sin embargo aqui se omite para mantener
una notacién mas compacta. Asi siempre que se escribe w IF ¢ se supone que un modelo de krikpe
estd dado.
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Definicién Sea (M, R) un marco de Kripke. Se dice que el marco satisface una
férmula ¢, denotado por (M, R) IF ¢, si para toda (M,R)-asignaciéon V (M, R, V) I+
@.

Definicién Seal € FRMp;y (M,R,V) un modelo de Kripke. Se dice que (M,R,V)
es un modelo de T' si (M, R, V) I~ para todo v € T.

La investigacién nos ha llevado al establecimiento de una interpretaciéon canénica
del lenguaje y con ello ha inducido una estructura légica (intuicionista) en las
férmulas. Definimos la relaciéon fundamental de la l6gica intuicionista:

Definicién Sean {¢} UT C FRMp;. Se dice que ¢ es una consecuencia légica
(intuicionista) de I' (I' F; ¢) si todo modelo de I' es modelo de {¢}.

Definicién Una férmula ¢ es universalmente valida (Fr; @) si es una consecuencia
logica del vacio.

Si hemos logrado capturar el razonamiento constructivo con esta seméntica, en-
tonces la relacion de consecuencia logica nos da la informacién de las deducciones
validas. Para este fin nos basta con estudiar las formulas universalmente validas.
Sea UVy; = {¢ € FRML]‘ Frr ¢}

Fl sistema axiomdtico antes mencionado nos basta para computar el conjunto
UVyr, es decir:

Teorema 2.5 (Completud y Correctud). El sistema axiomdtico IPC' es correcto y
completo con respecto a la propiedad de ser universalmente vdlida. Esto es bFrpo ¢
sty solo st Fpy ¢.

Para consultar la demostracién vease [23]

Corolario 2.6. En la l6gica intuicionista los siguientes esquemas no son demostra-
bles:

[ ] (b \/ ‘\¢
[ ] —\¢ V —|—\¢
Proof. Consideremos los siguientes modelos de Kripke (M7, R1,V1) y (Ma, Ra, Va):
M, M,
w P w P wa
w2 ws
En donde la P se escribe a lado de un mundo w si y solo si V;(P,w) = 1.

Vemos que en M; we ¥ P y tambien ws ¥ =P por la observacion previa sobre la
negacién. En My ws ¥ —P pero como los tinicos mundos con los cuales wi y wq
estan relacionados son ellos mismos, entonces se cumple que we F =P por lo que
wy W == P. En resumen (My, R, V1) ¥ PV =Py (M, Ry, V3) ¥ =PV —-—-P. Como
consecuencia Fry PV Py Frr PV -P. O

Los modelos de Kripke pueden ser complejos, sin embargo hay un teorema que
reduce el rango de modelos de Kripke en los que tenemos que trabajar.

Teorema 2.7. Sea ¢ € FRMy;. Er; ¢ siy solo si (M, R) I+ ¢ para todo (M,R)
finito.
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De hecho si una férmula es satisfacible entonces lo es en un modelo finito en
donde el tamao del modelo esta en funcién a la cantidad de letras proposicionales
y conectivos modales que ocurren en ella. Todo esto nos recuerda el método finito
para revisar la validez de una férmula de la légica proposicional cldsica llamado
tablas de verdad. Sin embargo la complejidad del problema sigue siendo bastante
grande. FEn términos computacionales: un algoritmo que pueda resolver si una
férmula es valida o no requiere una cantidad impresionante de memoria fisica como
lo dice el siguiente teorema. Para una definicién breve del concepto de complejidad
computacional y la clase PSPACE vease [22].

Teorema 2.8. El lenguaje UV es PSPACE-completo.

2.5. La légica clasica en la légica Intuicionista. La légica intuicionista es
un debilitamiento de la logica clésica si se observa que todo teorema demostrado
en la légica intuicionista es demostrado por la ldgica clasica. Sin embargo este
debilitamiento tiene como consecuencia mayor libertad (este punto quedard claro
cuando hablemos de dlgebras de Heyting). El aumento de espacio provoca que la
l6gica intuicionista se comporte como una extension de la légica clasica. El hecho
que indica esto es la validez de las féormulas en IPC:

Proposicion 2.9. Son demostrables:
) —\¢ <> —\—\—|¢)
o (¢ =) & (7md = )

Proof. La demostracién serd seméantica. Usaremos el teorema de correctud com-
pletud para concluir el enunciado de la proposicién. Sea (M, R, V) un modelo de
Kripke.

Sea w € M veamos que w IF —¢ < ———¢. Desenrollemos las definiciones
primero.

w Ik =¢ — ——=¢ si y solo si para todo w’ € M tal que wRw' se satisface que si
w' IF —¢ entonces w' IF ———¢.

w Ik ¢ si y solo si para todo w’' € M tal que wRw' se tiene que w' ¥ ¢.

w I —==¢ si y solo si para todo w' € M tal que wRw' se tiene que w’ ¥ —¢ si y
solo si para todo w’ € M tal que wRw’' NO es cierto que para todo w” con w’Rw"”
se cumple que w”’ ¥ ¢ si y solo si para todo w’ € M con wRw' existe un w” € M
con w' Rw" y tal que w” IF ¢.

w |F =—=¢ si y solo si para todo w; € M con wRw; wi ¥ ——¢. Por la definicién
de wy Ik =—¢ esto es equivalente a: para todo w; € M tal que wRw; existe un
wo € M con wy Rws tal que para todo ws € M we Rws se cumple ws W ¢.

Veamos que esto ultimo es equivalente a w I- —¢. Es claro que w I —¢ implica
w Ik ===¢. Asi que supongamos que w |- =——¢. Sea w’ con wRw', hay que
demostrar que w’ ¥ ¢. Supongamos que w’ I ¢, por la proposicién 2.4 debe de
darse que para todo w” € M con v’ Rw” w” I+ ¢ lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto w IF —¢. De aqui que —¢ <> —-—=—¢ sea universalmente verdadera y por lo
tanto demostrable.

La demostracién de la validez de las otras férmulas es semejante y lo dejamos
para el lector interesado. ([

Se nos antoja pensar en la doble negacién como un operador de cerradura que
convierte la légica intuicionista en cldsica ya que ——(——¢) > =—¢.
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Definicion Sea "9 : FRMyp; — FRM7p el tinico operador sobre las férmulas del
lenguaje tal que:

(1) Si P; es un letra proposicional entonces P;"“Y = =P,

(2) Lmes = |

(3) (@ AY)"eI = e N apned.

(4) (¢ — p)ed = ¢ned — pned.

(5) (6 )7 = ~(g"ea A ~res)

Glivenko nos demuestra que la logica intuicionista tiene més poder demostrativo

en el siguiente teorema:

Teorema 2.10 (Glivenko). Sea ¢ € FRMp;. Feop ¢ siy solo sibpr ¢™e9.

La demostracién es por induccién, quien este interesado puede leerla en. Quiza
este teorema sea mads transparente a la luz de las Algebras de Heyting, en donde el
limite entre lo clasico y lo intuicionista esta escrito en ecuaciones.

2.6. Algebras de Heyting. Seria bueno repasar los conceptos basicos de algebras
booleanas, consultar [2] o [? ] .

La logica clasica se encaja naturalmente en algebras de Boole. Para estudiar el
constructivismo de Brower, Heyting invento una especie de estructura distinta pero
con el mismo espiritu que las algebras Booleanas.

Definicién Sea (A, <) una reticula. Se dice que A tiene implicacién si para todo
par de objetos a,b € A existe un elemento, denotado por a — b, tal que para todo
ce A

c<a—b << cha<b
Definicién Una reticula distributiva con méximo y minimo (A, <) es una &lgebra
de Heyting si tiene implicacién.

Recordemos que una reticula distributiva con maximo y minimo (A4, <) puede
ser vista como una estructura algebrdica con dos operaciones y dos elementos dis-
tinguidos (A, A, V,0,1).

Proposicion 2.11. Una reticula distributiva (A, A, V,0,1) es una dlgebra de Heyt-
ing si y solo si existe una operacion —: A X A — A con las siguientes propiedades:
(1) a—a=1.
(2) an(a—b)=aAlb.
(8) bA(a—b)=b
(4) a— (bAc)=(a—Db)A(a—c).
Proof. Supongamos que tenemos una operacién —: A x A — A que satisface (1)-
(4). Sean a,b € A definimos la implicacién de a y b como a — b. Sea ¢ € A tal
que ¢ < a — b, entonces cANa < aANa—b=aAb<b Supongamos ahora que
¢ A a <b. Por la propiedad (4) si y < w entonces z — y < z — w, de donde:
a— (cNha)<a—b
(a=c)N(a—a)<a—b
a—c<a—b.
Por lo que:
c=cAN(a—c)<cAh(a—b)<c

Por lo tanto ¢ < (a — b). La ida se deja al lector. O
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Ejemplos:
(1) Toda &lgebra Booleana (B, A, V,—,0,1) es un élgebra de Heyting. Definase
la implicacién como a — b = —a V b.
(2) Toda reticula distributiva® acotada y completa® es un &lgebra de Heyting.
Definase a — b=\ _,,<, ¢ = Sup{c € AlcAa < b}.

Proof. Sea ¢ € A tal que ¢ A a < b entonces ¢ < Sup{d € AldANa < b} =
a — b. Ahora supongamos que ¢ < a — b = {d € A|d A a < b} entonces
c/\ag(\/dAade)/\az\/dMSb(d/\a)Sb. O

(3) Como corolario del ejemplo anterior toda reticula distributiva acotada y
finita es una &dlgebra de Heyting.

En un édlgebra de Heyting no hay complementos y por lo tanto negacién, lo cual
es la Unica diferencia con las algebras booleanas. Sin embargo existe la nocién de
pseudocomplemento.

Definiciéon Sea A algebra de Heyting y a € A . Un elemento b € A es un pseudo-
complemento de a si a Ab=0y para todo b < ccAa#0.

Sea = : A — A la operacién tal que —a = a — 0. Por las propiedades de la
implicacion —a es un pseudocomplemento de a. La operacién — nos da informacién
acerca de cuanto se parece un algebra de Heyting a un algebra Booleana.

Proposicién 2.12. Sea (A, <) un dlgebra de Heyting. Son equivalentes:

(1) (A, <) es una dlgebra booleana
(2) Para todoa € A —aVa=1
(3) Para todoa € A =—a=a

Glivenko es un resultado muy natural en este marco algebraico:

Teorema 2.13. Sea A__, el subconjunto de los elementos fijos de la operacion ——,
es decir el conjunto A, = {a € A|=—a = a}. Entonces A, es un dlgebra booleana
y toda dlgebra booleana dentro” de A contiene a A__.

La respuesta a : jPor qué son importantes las algebras de Heyting en la 1égica
intuicionista? estd dada por la siguiente serie de proposiciones y teoremas.

Definiciéon Dos féormulas ¢ y 1 son equivalentes ¢ ~ 1 si Fp; ¢ <> 1.

Definiciéon Sea HI = FRM;/ . las férmulas médulo equivalencia. A este con-
junto el llamaremos el dlgebra de lindenbaum para la logica intuicionista.

Teorema 2.14. El dlgebra de Lindembaum para la l0gica intuicionista es una
dlgebra de Heyting en donde las operaciones estan dadas de la siguiente manera:

(1) o] A[Y] = [o A
(2) [PV [¢] == [oV Y]
(3) ¢l = ] = [¢ = ¢

5En este caso pedimos que todos los infimos y los supremos, no solo los finitos, se distribuyan.
Esto es (V;cyai) Ab=V;cr(ai Ab) y (Njeyai) Vo= A; ;,1(ai VD). Noten que estd condicion
implica la distributividad comun.

8Una reticula (A, <) es completa si todo subconjunto de A tiene supremo e infimo

"Decir esto de la manera correcta toma tiempo por lo que se omitira, es de mayor importancia
la intuicién que obtenemos de este resultado.
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Definiciéon Sea A una &algebra de Heyting. Una A-asignacién para el lenguaje
es una funciéon F' : LP — A. A estd funcién le asociamos la tnica funciéon F* :
FRMp; — A tal que F*(L) =0, F*(P;) = F(P,), F*(¢p ANY) = F*(¢) N F*(v),
F*(pVvap) = F*(¢) V F*(¥) y F* (¢ = ) = F*(¢) = F*(¢).

Teorema 2.15. Una formula ¢ es universalmente vdlida si y solo si para toda
dlgebra de Heyting A y toda A-asignacion F se satisface F*(¢p) = 1.

Las dlgebras de Heyting nos dan una nocién seméntica distinta, sin embargo el
teorema anterior nos asegura que la interpretacion con modelos de Kripke no es
distinta a nivel 16gico. Este resultado es consecuencia de una relacién muy estrecha
entre ambas estructuras, cuya formulacién nos obliga a pisar los terrenos de la
teoria de categorias.

2.7. Categorias. Las categorias nos brindan la plataforma perfecta para estudiar
un género® de estructuras. La filosoffa categérica propone el estudio del objeto a
través su contexto. ;Qué tanto se parece un objeto especifico a sus companeros?
{Qué puedo concluir a partir de conocer los elementos comparables? Las respuestas
estan contenidas en la estructura de categoria. Como en la teoria de grupos, nos
interesa estudiar no solo los objetos sino los morfismos entre ellos, una categoria
serd un conjunto de objetos junto con conjuntos de morfismos.

Definicién Una categoria € consta de:

(1) Una clase de objetos 0b(%).

(2) Para cada par de objetos A, B € 0b(%¢) un conjunto de ”flechas” o ”morfis-
mos” denotado por (A, B).

(3) Para cada terna de objetos A, B, C' una funcién oppc : €(B,C)x%€ (A, B) —
% (A, C) llamada la composicién. Si f € €(A,B)y g € €(B,C) a el valor
oapc(g, f) se le suele denotar g ogpc f. De ahora en adelante omitiremos
los subindices de o.

(4) Para cada cuaterna de objetos A,B,C,D , f € €(A,B), g € €(B,C) y
h € €(C, D) se satisface la siguiente ecuacién

(hog)o f=ho(gof)
(5) Para cada objeto de la categorfa A € € un objeto llamado 14 € € (A4, A)
tal que para toda B,C € Ob(¥) , f € €(B,A) y g € €(A,C) se satisface

lacf=fygoela=y.

Muchas veces se omite el Ob y se escribe A € € para decir que A es un objeto
de la categorfa. Si f € € (A, B) se suele escribirse f : A — By se dice que A es el
dominio de f y B el codominio.

Ejemplos:

(1) La categoria de conjuntos Con cuyos objetos son todos los conjuntos y
cuyos morfismos son las funciones. La composicion es la composicién usual
de funciones, por lo que es asociativa. Dado un conjunto existe una unica
funcién que se comporta como la identidad que es precisamente la identidad
1x: X=X 1)((.%‘):]}

(2) Top es la categoria de los espacios topoldgicos. Los objetos de estd categoria
son los espacios topolégicos y los morfismos las funciones continuas. La

8yer Aristételes en la introduccién
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composicién de funciones naturalmente se convierte en la composicién de
morfismos’. Ademas la funcién identidad es trivialmente continua.

(3) k-Vect es la categoria de los k espacios vectoriales. Los objetos son los es-
pacios vectoriales sobre k y los morfismos son las transformaciones lineales.
La composicién y la identidad son las usuales.

(4) Grp es la categorfa de los grupos. Tiene como objetos a los grupos y como
morfismos a los homomorfismos de grupos. La composicion y la identidad
son las usuales.

(5) IN es la categorfa simplicial. Tiene como objetos los naturales no nulos y va
a existir una flecha entre n y m si y solo si n < m. Esto es N(n,m) = {x}
sin < my N(n,m)=10sin >m. La composicién estd dada por la
transitividad de la relacién de orden. La identidad es el testigo de que
n<n.

(6) De hecho todo orden parcial (M, <) puede verse como una categoria en
donde los objetos son los elementos de M y los morfismos son el orden.

(7) Graph es la categoria de gréficas. Los objetos son las gréficas y los mor-
fismos entre dos graficas son funciones entre los vértices que preservan las
adyacencias.

(8) Sea G un grupo. Consideremos G la categoria que consta de un solo objeto
* y tal que G(*,*) = G. La composicién de dos morfismos a, b € G(x, *) es
la multiplicacién del grupo aob = ab. La composicién de morfismos hereda
la asociatividad de la multiplicacién del grupo, y el neutro juega el papel
de la identidad.'®

Quiza una de las aportaciones mas importantes de la teoria es el lenguaje nece-
sario para comparar categorias. KEste concepto construye puentes entre diversas
ramas de las matematicas, muchos insospechados.

Definicién Un funtor covariante [contravariante] entre dos categorias F : € — 2
consta de la siguiente informacion:

(1) Una funcién Fy : Ob(€) — Ob(2).

(2) Para cada par de objetos A, B € € una funcién Fap : (A, B) - 2(F1A, F1B)
[Fpa:%(A,B) — 2(F1B, F1 A)] tal que:

(a) Faa(lg) =1p 4 paratodo A € %.
(b) Fac(fog) =Fpc(f)oFan(g) [Foa(feog) = Fp.alg)oFe s(f)] para
todo g€ ¢(A,B)y f € €(B,C).
Por lo general se usa el nombre del funtor para todas las funciones de la definicién
(es bastante claro cuando se estd aplicando a un objeto y cuando a un morfismo).
Ejemplos:

(1) Consideremos Grp y Con. Construimos el funtor U : Grp — Con llamado
el funtor que olvida cuya accién sobre los objetos y los morfismos es nula. El
funtor simplemente ”olvida” que el grupo tiene una estructura algebraica.
Es claro que el funtor U definido asi es un funtor covariante.

(2) Un funtor més interesante es el funtor potencia.  : Con — Con a los
objetos les asocia su conjunto potencia p(z) = {AC X} ysi f: X - Y es

90bserven que la composicion de continuas es continuas por lo que la composiciéon estd bien
definida.

1015 importancia de este ejemplo es que la definicién de composicién de morfismos no algo que
hasta ahora se haya pensando comtinmente como composicién.
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una funcién, bajo el funtor le asignamos el mapeo inverso p(f) : p(Y) —

o(X): p(f)(A) = f~YA) = {z € X|f(x) € A}. Es un ejercicio verificar

que p es un funtor contravariante.

Sea & una categoria y A € . Construimos apartir de esta informacién un

funtor covariante ' € (A4,.) : € — Con [o contravariante € (_, A) : € —

Con| definido de la siguiente manera:

(a) Sobre los objetos: (A, )(B) =%¢(A,B) [€¢(.,A)(B) =%(B, A)].

(b) Sobre los morfismos si f : B — C entonces (A, f) : €(4,B) —
€ (A, C) es la funcién tal que €(A4, f)(g) = (fog). [€(f,A)(9) =
(9o f)]

Un caso particular de los funtores representables es muy conocido e impor-

tante en algebra lineal, el espacio dual. * : k-Vect — k-Vect es un funtor

que a cada espacio vectorial le asocia las funciones lineales del espacio en

el campo V* = k-Vect(V, k).

2.8. Los Marcos de Kripke y las Algebras de Heyting. Consideremos las
siguientes categorias:

Kripke cuyos objetos son marcos de Kripke, i.e. conjuntos parcialmente
ordenados (M, R), y cuyos morfismos son las funciones mondtonas. Por
funcién mondétona entre dos marcos de Kripke f : (M, R) — (N, P) nos
referimos a una funcién f: M — N tal que xRy implica f(z)Pf(y).
Heyt que es la categoria de dlgebras de Heyting con morfismos de dlgebras
de Heyting. Un morfismo entre dos &lgebras de Heyting b : (A, Ag, Va4, —4
,04,14) = (B,AB,VB,—5,0p,1p5) es una funcién h : A — B tal que:

(1) h(xz Aay) = h(zx) Ap h(y).

(2) h(xzVay) =h(z) Vs h(y).

(3) h(z —ay) =Nh(x) =5 h(y).

(4) h(0a) =0p

El objetivo de esta subseccion es comparar las dos categorias. Para esto constru-
iremos dos funtores contravariantes, C' : Kripke — Heyt y P : Heyt — Kripke.

Comenzamos definiendo la accién de los funtores sobre los objetos. Sea (M, R)
un marco de kripke.

Definicién Un subconjunto S C M es cerrado si para todo z € S la existencia de
un elemento mas grande xRy implica que y € S.

Definicion El conjunto de todos los subconjuntos cerrados lo denotaremos por
C(M) =4S c M| S es cerrado }.

Ahora basta con una serie de observaciones sencillas para notar que C (M) tiene
una estructura de algebra de Heyting.
Observaciones:

C(M) puede ser ordenado con la inclusién.

0, M € C(M) son el minimo y el méximo con este orden.

Sea F' C p(C(M)) una familia de conjuntos cerrados. Entonces |JF €
C(M)y NF € C(M), es decir C(M) es una reticula completa.

C(M) es una subreticula de p(M) y por lo tanto es distributiva, incluso
con infimos y supremos arbitrarios.

HEste tipo de funtores son especiales y reciben el nombre de repesentables
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e Por el ejemplo 3 de dlgebras de Heyting, C(M) es una &lgebra de Heyting
con implicacién S - T = {P € C(M)|PNS CT}.
Con esto hemos definido la primera parte de un funtor C' : Kripke — Heyt.
Sea (A, A,V,—,0,1) una &lgebra de Heyting.
Definiciéon Un ideal I es un subconjunto I C A tal que:
() oer
(ii) Sia,b € I entonces aVb € I.
(ili) Siae€ Iy b<aentonces b€ I.
Definicién Un ideal primo es un ideal I tal que sia Ab € I entoncesa € T o b € I.

Definicién El conjunto de todos los ideales primos de A serd llamado P(A) =
{I C A] T es ideal primo}.

Sin ordenamos parcialmente a P(A) con la inclusién entonces (P(A),C) es un
marco de Kripke.

Ahora vamos a definir los funtores sobre los morfismos. Sea f : (M, <) — (N, <)
una funcién mondtona (esto es f € Kripke(M, N)). Definimos C(f) : C(N) —
C(M) de la siguiente manera: C(f)(S) = f~1(9).

Proposicién 2.16. C(f) es un morfismo de dlgebras de Heyting.

Proof. En primer lugar hay que asegurar que C(f) estd bien definida, es decir
C(f)(S) € C(M). Sea S € C(N), x € f~1(S) y # < 2. Entonces como f es
monétona f(z) < f(z). Pero como f(z) € Sy S es cerrado entonces f(z) € S por
lo que z € f~1(S). Por lo tanto f=1(S) = C(f)(S) € C(M).

f7H0) =0.

Por propiedades de la imagen inversa de una funcién se cumple que C'(f)((;c; Si) =
N, C(N)(Si) y C(f)(Uier Si) = U;, C(£)(Si), y por esto mismo C(f) preserva im-
plicaciones ya que C(f)(S - T) = f~Y(U{L e C(N)|[LNS C T} = {fHL)|LN
S C T} porlo que C(f)(S —=T)C (C(f)(S) — C(f)(T)). El regreso se deja para
el lector audaz.

O

Seah: (A, A,V,—,0,1) = (B,A,V,—,0,1) un morfismo de dlgebras de Heyting.
Definimos P(h) : P(B) — P(B) como la funcién tal que a un ideal primo I le asocia
P(h)(I) = h=1(1).

Proposicién 2.17. P(h) es una funcién mondtona.

Proof. Comenzaremos probando que P(h)(I) cae en el conjunto correcto, esto es
que es un ideal primo:

(1) Como h es un morfismo de édlgebras de Heyting h(0) = 0 por lo que 0 €
P(h)(I).

(2) Sean a,b € P(h)(I) entonces como h es morfismo e I es un ideal h(a VvV b) =
h(a) V h(b) € I, por lo que a Vb € P(h)(I).

(3) Seaa € I'yb< a,entonces h(b) < h(a) ya que h(a) Ah(b) = h(aAb) = h(b).
Como I es un ideal entonces h(b) € I, por lo tanto b € P(h)(I).

(4) Sean a,b € A tales que aAnb € P(h)(I). Entonces h(a) Ah(b) = h(aAb) € I.
Pero I es un ideal primo entonces h(a) € I o h(b) € I. Asi a € P(h)(I) o
be P(h)(I), esto es P(h)(I) es un ideal primo.

Ahora sean I C J dos ideales primos en B. Entonces h=*(I) C h=1(J) por lo
que P(h) es monétona, o bien es un morfismo de la categoria Kripke. O
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Dos propiedades de la imagen inversa convierten a P y a C en funtores, a saber
(fog) t=glofly 1:‘1(5) = S. Podria ser que este par de funtores consti-
tuyera una equivalencia de categorias, es decir sean testigos de la igualdad de la
estuctura categoérica, sin embargo no es asi. Las categorias Kripke y Heyt no son
equivalentes, pero si hay mucho que se puede comparar con estos funtores. Para
ver las relaciones que surgen apartir de estos funtores vease [12].

Como hemos observado el conjunto de subconjuntos cerrados es una reticula
completa, ademads todo conjunto cerrado D puedes ser descrito como el supremo
de los siguientes conjuntos cerrados D = {J,c p{d'|d < d'} = Uyep d' que poseen

la propiedad de que d' C U,er Xi siy solo si d' C X; para algtn i.
Definicion Un elemento a de una reticula completa es totalmente supremo-primo
si a </ X implica que existe x € X tal que a < z.

Teorema 2.18. Un dlgebra de Heyting A es isomorfa a C(M) para algun marco
de Kripke M si y solo si A es completa y todo elemento es supremo de elementos

totalmente supremo-primo.

Proof. Sea (A, <) una algebra de Heyting completa y donde todo elemento es

supremo de elementos totalmente supremo-primos. Consideremos el conjunto T'SP(A)

{a € A| a es totalmente supremo-primo }. Si restringimos el orden del &lgebra de
Heyting a este conjunto y lo invertimos, obtenemos un conjunto parcialmente orde-
nado o un marco de Kripke (T'SP(A),<,) (a <. bsiy solo si b < a). Veamos que
A~ C(TSP(A)). Definimos el isomorfismo ¢ : C(TSP(A)) — A de la siguiente
manera: ¢(D) =\/D. Veamos que ¢ es un morfismo biyectivo:

e Si ¢(D) = ¢(C) entonces \/ D =\/C. Sea z € D entonces = < \/ C por lo
que existe un ¢ € C tal que < ¢. Esto implica que ¢ <, x en TSP(A) y
como C es cerrado « € C. Por lo que D C C. Analogamente C C D. Por
lo tanto C' = D.

e Sea d € A. Entonces d es el supremo de totalmente supremo-primos d =
V{p € Alp < d y p es totalmente supremo-primo }. Observemos que
D = {p € Alp < d y p es totalmente supremo-primo } es un conjunto
cerrado en T'SP(A) por lo que d = ¢(D).

e p(DNC)=V{peDnC} <V{p e D}yA\{p € C}. Ahora \/{p €
D} AVA{p € C} = V{ri}ier para algunos r; totalmente supremo-primos.
ri <\V{peD}AV{peC}porloquer; <\/{peD}tyr, <\{peC}
pero como 7; es t.5.p. entonces existep € Dy p’ € Ctalquer; <pyr; <p/,
en otras palabras p <, r; y p’ <, r;. Dada la propiedad de cerradura de D
y C esto implica que r; € DN D. Por lo tanto ¢(D N C) = ¢(D) A ¢(C).

e p(DUC)=V{pe DUC}=V{peD}VV{p € C}=0¢D)VeO).

e ¢(D—=C)=VU{BeTSP(A)IBND cC C}=\{BeC(TSP(A)|BnN
D c C}. Por otro lado ¢(D) — ¢(C) = \/{b € A|bA\/ D <\ C}. Sea B €
C(TSP(A)) tal que BND C Cyseab =\ B, entonces por las propiedades
previamente demostradas b A ¢(D) < ¢(C') por lo que b < ¢(D) — ¢(C).
Seab € Atal que bA\/ D <\ C y consideremos b+ = {p € TSP(A)|p < b}
lo cual es un conjunto cerrado en M(TSP(A)). Es claro que b* N D C C.
Por lo tanto ¢(D — C) = ¢(D) — ¢(C).

O
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Existen muchas ventajas de trabajar con estructuras algebraicas en vez de con-
juntos de férmulas y relaciones de implicacién légica. La correspondencia de Légica-
Algebra nos dice mucho més de lo que ya se ha visto aqui. Por ejemplo, entre la
l6gica intuicionista y la légica clésica existen varias légicas distintas, todas ex-
tensiones de la intuicionista y restricciones de la clésica, y a cada una de estas
extensiones le corresponde una estructura algebréaica que oscila entre las algebras
de Heyting y las dlgebras booleanas. Esta correspondencia tiene propiedades agrad-
ables, por lo que puede reducirse el estudio de las logicas intermedias entre IPC y
CP al estudio de las ciertas estructuras algebraicas entre Heyt y Boole. Para leer
més consulte [21], [3] o [24].

3. Loécica MODAL

En la légica clésica las proposiciones tienen un caracter definitivo, binario, si o
no. Sin embargo casos en los cuales la verdad no es una entidad estédtica abun-
dan por doquier, en matemadticas o en ambientes mds filoséficos. Aceptando la
premisa de la variabilidad de la validez de una proposicién, tenemos que modificar
el lenguaje, adaptarlo para expresar lo cambiante. La modificacién que se introduce
es la de asignar modos a las proposiciones, més en detalle se les asigna un juicio
de plausibilidad: es posible o es necesario. Es la introduccién de estos modos al
lenguaje lo que le da el nombre de 16gica modal.

Aunque existian desde Aristételes algunos tratados de 16gica modal todos eran in-
formales. Alrededor de 1950 varias 16gicas con modificadores modales se introducen
para modelar situaciones distintas, como la légica temporal o la 1égica dinamica. La
légica modal moderna (como es presentada aqui) surge en 1959 de un Saul Kripke
de 19 anos cuando define la seméantica de los mundos posibles dando una base firme
para la investigacion de estd especie de légica. Todas estas logicas modales tienen
aplicaciones para la computacion, las categorias, la literatura, la linguistica, las
ciencias sociales, la historia, entre otras.

3.1. Semantica de los ”Mundos Posibles”. Nuestro objetivo es modelar un
mundo en donde la verdad cambia. Ademds deseamos que se manifiesten ciertas
relaciones entre la verdad en los diferentes estados del ”mundo”.

Definicién Un marco de Kripke para la légica modal es una pareja (M, R) en
donde M es un conjunto y R una relacion binaria. A R se le llama la relacién de
accesibilidad y a los elementos de M mundos.

Antes de decir como interpretamos el lenguaje tenemos que ser mas precisos con
nuestro lenguaje. Para esta légica aceptaremos los siguientes simbolos:

Z = {p1|2 € ]N} U {4)’ A,V _'}a U{(7 )} U {Dv <>}
Definicién Una expresién « de .Z es una férmula si:
° a=p;.
e a = (8 — v) para algunas férmulas S y .
a = (B A ~v) para algunas férmulas 8 y 7.

(
a = (B V) para algunas férmulas 8 y 7.
= (=) para alguna férmula 3.
=0
= (¢

B) para alguna férmula £.
B) para alguna férmula §.
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El conjunto de las formulas es FRM7p ;. Daremos el significado de ”es necesario
que A7 a OB y ”es posible que B” a ¢S3. Para esto debemos de darle un valor
de verdad a las férmulas atémicas, i.e. proposiciones, en cada mundo de nuestro
modelo.

Definicién Sea (M,R) un marco de Kripke para la légica modal. Una (M,R)-
asignacién es una funcién V : M x {P;};enxy — {0,1}. Al valor V(w,p;) se le llama
el valor de verdad de p; en el mundo w.
Definicién A una terna (M, R, V) donde (M, R) es un marco de Krikpe para la
légica modal y V es una (M, R)-asignacién se le llama modelo de Kripke para la
16gica modal 2.

La semantica se define de la siguiente manera:

Semadntica de Kripke Sea (M, R,V) un modelo de Kripke. Definimos la satis-
facibilidad por mundos y recursivamente. Sea w € M:
(1) wkEp;siV(w,p;) =1
(2) Para las férmulas compuestas
(a) w|=(ﬂ—>fy) siwEyowkEp.
(b) wE(BVy)siwE~yowE}S.
() wk (BAY)siwEyywEf.
(d) w (~B) si w B.
(e) wE (OP) si para todo w' € M tal que wRw' w' F (.
(f) wE (OB) si existe w' € M con wRw' y w' E .

Es notable la similitud con la légica intuicionista, sin embargo aqui no se impo-
nen restricciones a los modelos aceptables y la interpretaciéon de la implicacién es
distinta. Sin embargo existe un resultado que establece que la 16gica intuicionista
puede verse como un caso particular de légica modal.

Ejemplo: Consideremos (M,R,V):

Donde la aparicién de P a lado de un mundo significa que V(w, P) = 1. Ob-
servemos que wy ¥ OP pero wo F OP, que wy, ws, ws E OP.

Es interesante investigar las diferencias semdanticas que surgen de marcos de
Kripke distintos. Nos gustaria definir una manera de comparar modelos de tal suerte

que dos modelos comparables satisfagan las mismas férmulas, en otras palabras
definir una equivalencia de modelos. La nocién correcta es la de bisimulacién:

Definicién Sean (M,R,V) y (N,S,W) dos modelos de Kripke. Una bisimulacién es
una relacién binaria E C M x N no vacia tal que:

(1) Paratodox € M y € N sixEy entonces V(P;,x) = W(F;,y). En otras pal-
abras los mundos relacionados satisfacen las mismas letras proposicionales.

12De ahora en adelante omitiremos ”para la légica modal”.
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(2) Six € My € N, zFy y xRu entonces existe un w € N tal que uBw y
ySw.

(3) Siz € My € N, zEy y ySw entonces existe un v € M tal que uBw y
zRu.

Proposicion 3.1. Sea E una bisimulacién entre (M,R,V) y (N,S,W), « € FRM, ;.
Sean x € M yy € N tales que xFEy entonces x E « si y solo si y E «.

Proof. Por induccién sobre la formacion de férmulas. O

3.2. Férmulas Validas.

Definicién Un modelo de Kripke (M, R, V) satisface una férmula o (en simbolos
(M,R,V)E a) si wk o para todo w € M.

Definicién Un marco de Kripke (M, R) satisface una férmula o ((M, R) F «a) si
para toda (M,R)-asignacién V se tiene que (M, R, V) E a.

Definicién Una férmula « es vélida en la 16gica modal (Fr «) si todo marco de
Kripke la satisface.

Definiciéon Sea VAL = {Ot € FRML]\/[| Erym a}.

La preguntas obvias son: ;Qué férmulas estan en este conjunto? ;Cémo podemos
saber si una férmula estda o no en el conjunto? ;Existe un calculo axiomatico para
este conjunto? Respondamos paso a paso.

Una clase de férmulas que naturalmente resultan validas son las tautologias de
la l6gica clasica. Esto es consecuencia de que en cada mundo la verdad se comporta
de manera cldsica, los conectivos tienen el mismo significado.

Definicién Un bloque es una férmula de la forma P; o Oa o Qa. El conjunto de
los bloques es denotado por By .

Proposicion 3.2. Las formulas estdin libremente generadas por —,V, A y = a partir
de los bloques.

Proposicion 3.3. Sea (M, R, V) un modelo de Kripke yw € M. Estd informacién
define una asignacion de verdad sobre los bloques Vi, : Brpyr — 0,1 ¢

Viw(a) =1 si y solo siwF a.

Que se extiende a todas las formulas V. : FRMpy — 0,1 y Vi (a) =1 si y solo si
wE .

Proof. Por la proposicién anterior la asignacién de verdad puede extenderse a todas
las férmulas por recursién de la manera usual. Demostremos por induccién que
Vi (a) =1 siy solosiwE a.

Si « es un bloque entonces por definicién de V5 («) se cumple que V' («) =1 si
y solo si w F a.

Si « es de la forma 8 — ~v,8 A y,8 Vv o = entonces el resultado se sigue de
la hipétesis de induccién, de la manera de extender la asignacién y la definicién de
satisfacibilidad de Kripke. O

Proposicion 3.4. Toda tautologia es valida.

Proof. Sea « una tautologia. Por la proposicién anterior si (M, R, V') es un modelo
de Kripke y w € M entonces V,*(«) = 1 si y solo si w F a. Pero como « es una
tautologia V,* () = 1 luego w F a. O

. Qué tipo de inferencias son correctas para estd semantica?
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Proposicion 3.5. Sean o y a — B formulas vdlidas, entonces [ es vdlida.

Proof. Sea (M, R,V) un modelo de Kripke y w € M. Como o'y o — [ son vélidas
entonces w E oy wF a — B. Por la definicién de Kripke w E o« — [ si y solo si
w F « implica w E B. Por lo tanto w F . O

Proposicion 3.6. Si a es una formula vdlida entonces Oa tambien.

Proof. Sea (M, R,V) un modelo de Krikpe y w € M. Entonces w E O« si y solo
si para todo w’ con wRw' se satisface w’ F a. Dado que « es vélida w’' F « sin
importar el modelo por lo que w F Oa. [

Otra cuestion importante es la manera en que se relacionan los conectivos clasicos
con los nuevos conectivos modales. Por el teorema de las tautologias 3.4 es inmedi-
ato que los conectivos clasicos se siguen comportando de la misma manera, a saber
se siguen cumpliendo las relaciones: a A8 = —(-aV —=f) o a« = 8 = ~aV 3. Otras
relaciénes que son inmediatas son las siguientes: Do = =0—a y Oa = -O-a. Otra
menos trivial:

Proposicién 3.7. Sean a y 8 formulas. La férmule O(a — ) — (Oa — OB) es
valida.

Proof. Sea (M,R,V) un modelo de Kripke y w € M. Para demostrar que w F
O(ae — B) = (Oa — OpB) suponemos que w F (o — ) y demostramos que
w F Oa — OB. Supongamos que w F Oa, y sea w’ tal que wRw'. Por nuestras
hipétesis w’ E (« — B8) y w’ E «. Por lo tanto w’' E 3, con lo que concluimos que
wE OB. O

En cuanto a la computabilidad de la validez de una férmula tenemos los siguientes
resultados.

Teorema 3.8 (Finitud). Una férmula es vdlida si y solo si todo marco de Kripke
finito la satisface.

Teorema 3.9. El conjunto de formulas vdlidas es decidible y su complejidad es

PSPACE.

3.3. Calculo Axiomatico. La subseccién anterior nos demostrd que es inecesario
trabajar con todos los conectivos logicos, asi que reducimos nuestro lenguaje a:
Z =A{pili e N} U{—, =} 0{(,)} u{0}

Si queremos construir un sistema axiomatico que sea capaz de demostrar todas
las formulas validas, debemos incluir las tautologias, por lo que una lista de axiomas
podria empezar asi:

1) a= (8= a).
(2) (= (B—=7) = ((a—=B) = (a=1)).
(3) (ma = B) = ((mar = =) = a).
Si ademds anadimos el siguiente esquema de axioma
(4) O(a — B) = (Oa — 0OP)
v las reglas de inferencia:

Necesidad (N): Si « entonces Oav.
Modus Ponens (MP): Si a y o — /3 entonces f3.
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Obtenemos el sistema K (en honor a Krikpe) de la 16gica modal.
El siguiente teorema asegura la correctud y completud del sistema K. La de-
mostracién puede consultarse en 77

Teorema 3.10. Fx « y solo si Fpy a .

De hecho puede fortalecerse el resultado con la definicién de consecuencia légica.

Definicion Sea I' ¢ FRMyp ;. Se dice que una férmula « es una consecuencia
légica (T' Ery «) si para todo modelo de Kripke (M, R, V) y w € M tal que w F ~
para todo v € I', w tambien satisface a «, i.e. wF a.

Teorema 3.11. Sea T U{a} C FRMpy. TEpy « siy solo siT Fg a.

3.4. Marcos no Normales. Como hemos presenciado a lo largo de estas notas
la validez depende de como y donde se interpreta el lenguaje. La validez de una
férmula en la l6gica modal estd sujeta a la condicion de ser satisfecha por todos los
marcos de Kripke, lo cual es bastante restrictivo. Mas aun, es deseable estudiar la
légica que emana de marcos con una caracteristica distintiva, por lo que la validez
universal deja de ser un concepto intrinseco a estd légica. En general, tomemos
Z una familia de marcos (podria ser una clase propia) y sea Valg el conjunto de
féormulas que son satisfechas en todos los marcos de .#. Es posible estudiar estos
conjuntos en dos niveles: en primer lugar intentar de dar una axiomatizacién de
estos conjuntos, en segundo lugar estudiar las relaciones entre estos conjuntos para
distintas familias de marcos.

Por ejemplo es sencillo ver que si F# C ¢ entonces Valg C Valg. En realidad
hemos definido un funtor de la categorfa Mar * en p(FRMyy )™ y podriamos
definir un funtor de regreso que a cada subconjunto de férmulas le asigne la familia
de marcos en los cuales se sastisfacen todas las formulas del subconjunto.

En estd seccién estudiaremos un poco de las dos visiones.

En primer lugar definiremos una serie de clases de marcos que son de nuestro
interés:

Nombre Caracteristica
D La relacién de los marcos de D es serial.
M La relacién de los marcos de M es reflexiva. 15
4 La relacion de los marcos de 4 es transitiva.
B La relacion de los marcos de B es simétrica.
5 La relacion de los marcos de 5 es euclidiana.

Cada una de estas clases tiene su légica interna, que puede ser axiomatizada
facilmente anadiendo un solo esquema de axioma al sistema K.

13Que es la versién categdrica de la clase parcialmente ordenada de familias de Marcos de
Kripke, aunque es posible que estd categoria no exista a causa de problemas conjuntistas de
tamano, sin embargo podemos aceptar un axioma definido por Grothendieck el cual nos asegura
que todo esto existe en algin universo. Otra manera de resolver el problema conjuntista es
considerar el conjunto de todos los marcos de Kripke (x,R) z € wt y luego el COPO de familias
de este tipo de marcos. Esto es posible gracias a Lowenheim-Skolem.

14Fs 1a versién categérica del copo de subconjuntos de FFRM ps ordenados con la inclusion.

15Un marco (M,R) es Euclidiano si w,w’,w” € M , wRw' y wRw" entonces w’ Rw" .
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Nombre Caracteristica Esquema de Axioma
D La relacién de los marcos de D es serial. Ooa — Qo
M La relacién de los marcos de T es reflexiva. Ooa — «
4 La relacién de los marcos de S4 es transitiva. Uo — O«
B La relacién de los marcos de B es simétrica. a — 00«
5 La relacion de los marcos de S5 es euclidiana. Qa — OO

Y de hecho estas axiomatizaciones son tan adecuadas que es posible demostrar
el siguiente teorema:

Teorema 3.12. Los sistemas antes mencionados son correctos y completos con
respecto a ser validos en sus familias de marcos correspondientes.

Es interesante observar como la propiedad de ser serial o reflexiva se puede
expresar con un conjunto de férmulas modales. Mas adelante hablaremos de la
expresividad del lenguaje modal, y daremos un ejemplo para el cual el lenguaje se
queda corto.

Ahora interesa estudiar la estructura de las teorias de légica modal. Para esto
regresemos al par de funtores mencionados y demos una definicién mas precisa.
Consideremos las siguientes categorias:

e Mar
(1) Los objetos son familias de marcos de Kripke construidos sobre ordi-
nales contables. Puede pensarse que los objetos son los elementos del
conjunto potencia de Kripke = {(z, R)|z € w™, R C n x n}.
(2) Los morfismos son el orden inducido por la inclusién como en el ejemplo
(6) de categorias.
e o(FRMpr)
(1) Los objetos son los elementos del conjunto potencia de FRM ;.
(2) Los morfismos son los del orden de la inclusién.

Sea Mod : p(FRMp ) — Mar la funcién que a un subconjunto de férmulas T
le da el valor Mod(T") = {(z, R) € Kripke|Vy € T (z,R) E v}. Si ' C 3 entonces
es claro que Mod(X) C Mod(T"), por lo que Mod es un funtor contravariante.

Sea Val : Mar — p(FRM_p)) la funcion definida como sigue, Val(F) = {a €
FRMpuV(M,R) € % (M,R) E a}. Si & C ¢ entonces Val(¥) C Val(.F). Esto

define un funtor contravariante.

Proposicion 3.13. Sea I' C FRMpy y 7 € Mar, entonces:
(1) T C Val(Mod(I)).
(2) F C Mod(Val(F)).
(3) Mod(Val(Mod(TI"))) = Mod(T)
(4) Val(Mod(Val(F))) = Val(F)
(5) Valpy C Val(ﬁ)
(6) Mod(T) =0 si y solo si ' es inconsistente.
(7) Val(F) es una teoria, en otras palabras es cerrado bajo deducciones.

La figura 1 es un diagrama de la relacion entre las légicas que se obtienen al
combinar las familias D,M,4,5B. Estos funtores nos brindan informaciéon acerca
de la expresividad de la légica modal. La expresividad de un lenguaje es la ca-
pacidad que tiene para distinguir objetos. En el caso actual, la reflexividad de un
marco de Kripke si puede ser axiomatizada con un enunciado de LM, sin embargo
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FIGURE 1. Légicas Modales

propiedades como ser finito no. Para medir la expresividad podemos elegir una
propiedad de los marcos de Kripke, lo cual define una familia .%#. Qué tanto difiere
Z de Mod(Val(%#)) podria ser una medida de la expresabilidad de la propiedad
elegida. En el caso de que .# = Mod(Val(.#)) (como en el ejemplo de los marcos
simétricos) podriamos exigir que Val(%#) fuera axiomatizable. Preguntas de este
género constituyen una rama de la logica modal llamada Teoria de Corresponden-
cia Modal en donde uno de los resultados principales es caracterizar cuando una
propiedad de primer orden sobre los marcos tiene un axioma correspondiente en la
l6gica modal. Lo enunciamos aqui, pero para mayor profundidad y la demostracién
consultar [8].

Teorema 3.14. Sea ¢ una propiedad de primer orden sobre los marcos de Kripke
y a una férmula modal. Entonces:

(1) Existe una formula de primer orden que caracteriza la familia Mod(a) si
y solo si o se preserva bajo ultrapotencias'S.

(2) Eziste un axioma modal para los modelos que satisfacen ¢ si y solo si la
clase Model(¢) = {(M,R) € Kripke|(M,R) E ¢} es cerrada bajo sub-
marcos generados, uniones disjuntas, imagenes de morfismos y extensiones
inversas de ultrafiltros.

3.5. Traducciones. Si restringimos la légica modal a un solo mundo y omitimos
los operadores modales recuperamos la logica clasica. Es tan cierto que la logica
modal es una extension del cédlculo proposicional que hemos demostrado que las
tautologias tambien son teoremas de K, la l6gica modal més débil. Sin embargo,
la introduccién de los operadores modales anade complejidad al lenguaje. Esta
complejidad esta compensada por la nueva expresividad de [J.

Alternativamente la 16gica modal puede ser pensada como una restriccién de
la l6gica de primer orden. El simbolo [0 es un cuantificador universal sobre los
mundos accesibles por lo que podemos modelar la seméantica de kripke de la siguiente
manera:

16yease la seccién de légica multivaluada
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Definicién Sea ! : FRM — FRM, P 17 1a vinica funcién definida por recursién
de la siguiente manera:

Pil:Pi(UO)
(a%ﬂ) =a 1
aApB) =alApBL
a\/ﬁ) =alv gl

(

(

(~8) = 5
(Oa)! = Va(R(y,z) — o'(z)).

Teorema 3.15. Una férmula o es vdlida en la légica modal si y solo si ol es
universalmente vdlida para la l6gica de primer orden.

Asi podemos transportar la légica modal a la 16gica primer orden, razonar den-
tro de su seméntica, y luego regresar para argumentar la validez de la férmula. El
fragmento que se obtiene bajo estd traduccién es la porciéon modal de la logica de
primer orden. La ventaja de usar solo ese fragmento es que la verdad universal
de esas férmulas si es decidible mientras que el lenguaje de las féormulas univer-
salmente vélidas no lo es. Es comun encontrar un balance entre expresabilidad y
computabilidad en todas las logicas.

También, la seméntica de la légica intuicionista se asemeja bastante a la dada
por Kripke para la 16gica modal. De hecho es posible pensar a la 16gica intuicionista
como un caso particular de la légica modal. De la misma manera en que haciamos
una traduccién de la légica proposicional para insertarla en el cdlculo intuicionista
es posible hacer una transformaciéon del lenguaje intuicionista para interpretarlo en
la modal.

En primer lugar debemos de decir a donde vamos a traducir el lenguaje LI.
Empezemos con los marcos de Kripke transitivos y reflexivos, es decir el sistema B4
. El condicional intuicionista o — [ era satisfecho en un mundo w si era satisfecho el
condicional clasico en todos los mundos accesibles desde w. En la l6gica modal esto
es lo mismo que la satisfaccion de la férmula O(cw — §) en w. Ademas en la 1dgica
intuicionista se requeria que la asignacion de verdad de las letras proposicionales
fuera mondétona. Esto puede simularse pidiendo que todas las letras proposicionales
se cambien por (p, lo cual implicaria que si un mundo satisface (Ip entonces todo
mundo posterior satisface Cp.

Seamos un poco mas formales y definamos la traduccién adecuada:

Definicion Sea ™ : FRMyp; — FRM;p ) la tinica funcién definida por recursion
tal que:

(1) pm =

(2) Lm—p/\ﬁp

(3) anp=a™ApL™

(4) avp=a™vpm

(5) a = p=0(™— ™)

Teorema 3.16. Sea « € FRMy;, (M, R) un modelo de Kripke transitivo y reflex-
wo y w € m. Entonces

(1) Frpo « siy solo sibpy o™
(2) wlkpr « siy solo siwEpy o™

17En este caso p = {P;} U{R}
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3.6. Aplicaciones. La légica modal se desarrollo independientemente en contextos
tanto filoséficos como computacionales (y més) y solo fue hasta la semdntica de
Kripke que todas se unificaron bajo la bandera de la modalidad. En estd seccién
presentamos esas presentaciones tempranas que se han convertido en aplicaciones
de la légica modal.

3.6.1. Ldgica Epistémica. A los filésofos les interesaba describir un modelo sencillo
en donde se pueda hablar acerca del conocimiento de un agente inmerso en un
mundo de posibilidades. Imaginemos un individuo experimentado con un modo de
pensamiento establecido. Sus redes de referencias mentales, la configuracién de su
pensamiento, permite o concibe solo cierto tipo de relaciones causales entre distintos
escenarios posibles. Un ejemplo burdo es el de un creyente: su conocimiento previo
le permite imaginar un mundo en el cual un ser supremo sea el causante de cierto
infortunio, aunque tambien puede imaginar un mundo en el cual el infortunio sea
mera coincidencia; por otro lado un ateo ferreo es incapaz (o al menos asi lo obligan
sus creencias) de imaginar el mundo capitaneado por el ser supremo.

Ahora si imaginamos un espacio en donde cada punto corresponde a una con-
figuracion de hechos imaginable, entonces la categoria mental de causalidad del
individuo determina qué mundo es posible que evolucione a partir de qué mundo.
Lo que hemos definido es un marco de Kripke que contiene informacién psicoldgica
del actor.

Pero demos ahora otra perspectiva: consideremos no todas las configuraciones
de hechos imaginables sino solo los posibles y, en vez de hablar de la relacién de
accesibilidad como una relacién causal, la pensamos como la informacién almace-
nada en el individuo. Supongamos ahora que nuestro actor estd en una situacién
de la cual no tiene informacion completa. Esta persona puede imaginarse diferentes
resultados, sin embargo, lo que ya sabe no puede imaginarlo distinto. Pongamos
un ejemplo para clarificar: una persona entra a un juego de domind, al recibir sus
fichas capta la informacién de las fichas que posee y de las que los demas poseen; sin
embargo no es capaz de distinguir qué ficha tiene cada jugador. Si colocamos todas
las configuraciones de fichas posibles, el jugador sabrd que solo configuraciones en
donde él tiene las mismas fichas son posibles.

Lo que se quiere modelar es este tipo de situaciones y poder hablar a cerca de lo
que un agente sabe y de lo que cree posible. Si anadimos més agentes entonces se
complica un poco el juego pero se vuelve més interesante ya que podemos hablar
acerca de lo que x sabe de lo que y sabe etc.

Establezcamos las bases formales de la l6gica epistémica:

e Comenzamos con un conjunto de individuos G.

e El lenguaje serd construido con los siguiente simbolos: {P;};ewU{(, ) }U{—
, A VIU{K beg U{Cq}.

e K,a serd intepretado como: ”isabe que @”. Cga significard ”es de conocimiento
comun que «”.

e Las féormulas estéan construidas recursivamente a partir de las letras proposi-
cionales P; de la manera usual: Si o y 8 son férmulas, entonces (o —
B), (aAB),(aVp),(—a), (K;a), (Cga) son férmulas.

e Para interpretar el lenguaje debemos de dar un marco de Kripke para cada
individuo, pero deben de estar basados en un mismo conjunto de mundos.
Un marco para la 16gica epistémica es (M, {R; }iec) donde M es un conjunto
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y R; C M x M es una relacion binaria llamada la relacién de accesibilidad
del individuo i.

e Un modelo para la l6gica epistémica, (M, {R;}ica, V), consta de un marco
(M,{R;}icc) junto con una asignacién de verdad para las letras de los
proposicionales en los mundos V' : {P;};ew x M — 0, 1.

La semdéntica es la siguiente:

Definicién Sea (M, {R;}icc, V) un modelo para la légica epistémica y w € M. Se
dice que w satisface una féormula «, en simbolos w Fp g « si:

a=BVy)ywkrg fowFLg 7.
a=(B—=v)ywkFrgyowkrg B.
a=(—8)ywkFLg B.
a
@]

= (K;8) y w' Erp B para todo w' € M tal que wR;w'.
= (CgP) y w' Erg B para todo w’' € M accesible a partir de w’ y un
nimero finito de pasos con las relaciones R;.

Terminamos esta seccién con un ejemplo de una situacién curiosa en donde usar
el lenguaje epistémico. Supongamos que un individuo A no tiene la informacién
acerca de P y que otro individuo B si la tiene. A quiere conocer la situacién de P
por lo que decide preguntarle a B. El modelo que usaremos consiste de dos mundos,
uno en el cual P es verdad y otro en el cual P no es verdad. Como A no sabe cual es
el correcto se imagina cualquiera de las dos posibilidades (cosa que representamos
con la relacién de accesibilidad). B si sabe y por lo tanto no puede imaginar otro
mundo mas que el dado. Aqui esta su representacién diagramaética:

A
- Puy =<————> wy—P -

En el mundo w; podemos ver que wy Frg KA PA—-K 42— P es decir, A no sabe si
P es cierto o no. Tambien se satisfacen Kg P, Kg(wKsPA—-Ka—P),~Ks—(KgPV
Kp—P),KA(KgPV Kp—P) es decir B sabe P, B sabe que A no sabe si P es cierto
o no, A no sabe que B no sabe si P es cierto o falso (en otras palabras A podria
creer que B podria saber si P es cierto o falso), de hecho A sabe que B sabe si
P es cierto o no. Toda estd informacién estd constantemente transferida en una
interaccion social pero no es notado ya que es parte del sentido comin. Cuando el
personaje B responde que P entonces nuestro modelo colapsa a un solo punto en el
cual P es verdadero y hay informacién completa.

Un resultado interesante, y de interpretacién curiosa, es que la complejidad com-
putacional del problema de saber si una férmula es vélida o no en la logica epistem-
ica depende del nimero de agentes involucrados en la interaccién. Si hay un solo
individuo el problema es NP, pero si hay dos o més agentes la complejidad brinca
a PSPACE-completo. Una intepretacién muy laxa es que la vida social y todos sus
problemas, que incluyen saber lo que otros saben a cerca de lo que tu sabes para
tomar decisiones, es esencialmente més compleja que la vida solitaria.

Para leer mas de légica epistemica consultar [25].

3.6.2. Ldgica Dindmica. A partir de los setentas (aproximadamente) la l6gica modal
recibio un impulso enérgico por parte de los computélogos. Descubrieron en este
lenguaje una oportunidad de modelar los procesos que se llevan a cabo en un pro-
grama computacional. Posterior a su creacion, los filésofos y los matemaéticos vieron
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en la légica dinamica un modelo de cualquier proceso dindmico basado en una serie
de acciones basicas. El modelo que idearon es sencillo y serd presentado en esté
seccién.

Estamos ahora frente a la coleccién de los estados posibles de una computadora,
o el mundo, o cualquier escenario en el cual se vaya a realizar una accién. Tenemos
una coleccién de acciones posibles que conectan los distintos estados en relaciones
binarias. Como ejemplo podriamos tomar como escenario una cuadricula rectan-
gular en el cual el estado del mundo es la posicion en la que me encuentro y las
acciones posibles es moverse a la derecha, a la izquierda, al frente o hacia atrés.
Asi la posicién (m,n) estd relacionada con la posicién (m,n+1) a través de la accién
moverse al frente. Formalmente comenzamos con un conjunto M y una familia de
relaciones sobre M: {R,|a € A}.

A partir de estas acciones (o programas) podemos construir nuevas de manera
recursiva. El lenguaje deberd contener simbolos que puedan hablar de acciones, asi
que para cada accién bésica (i.e. cada relacién R,) anadimos una letra ’a’. Siempre
que yo tenga dos acciones, digamos 7, y 72, puedo componerlas, o puedo hacer una
o la otra (barajearlas), o repetir una accién una cantidad finita de veces, o ejecutar
una accién mientras se cumpla cierta condicién. Esto aparece en la computacion
como los programas WHILE ¢ DO 7 o IF ¢ THEN 7; ELSE 5.

Una vez que definimos las acciones posibles, podriamos decir ’¢ fue el resultado de
introducir 1 en el programa 7’, o en el caso de que el programa sea no determinista
” es posible que ¢ sea un resultado de introducir ¢ en el programa m’.

El lenguaje es el siguiente:

Z = {Pi}iG]N U {/\7 vV, =, _‘} U {(7 )’ <a >7* IRE ?a U} U {a}GGA

Recursivamente definimos las acciones y las férmulas:

Definiciéon Las férmulas atémicas son de la forma P; y las acciones bésicas son a.
Sean o y 8 dos féormulas, y m; y mo dos acciones, entonces los siguientes tambien
son férmulas:

(a = p)
(anp)
(aV )
(ma)

((m)a)

y acciones:

° (71'1;7'(‘2)

L] (7T1 @] ’/TQ)

o T}

* (a)?
Definicién Un modelo para la légica dindmica es una terna (M,{R, C M x
M}aca,V) donde M es un conjunto { R, C M X M},c4 es una familia de relaciones
binarias, una para cada letra de accién basica del lenguaje, y V es una valuacion
de verdad, esto es una funcién V : {P;}iew X M — 0, 1.

Ahora la seméantica formal:
Definicién Sea (M,{R, C M X M}sca,V) un modelo y wy,wy € M. wy F «
significa que la férmula « es verdadera en el estado wy , y (wy,ws) E m significa
que la transicién del estado w; al estado wy corresponde a una ejecucién existosa
de la accién 7. Definimos recursivamente estas nociones:
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w1 E PZ si V(Pz,wl) =1.

wi E(aAp)siw Fayw FpB.

w1 E (aVp)siw Faow FpS.

w1 E (a— ) siw Eaow EB.

wy F (—fB) st wy ¥ B.

wy E ({(m)a) si existe un ws € M tal que (wy,ws3) E7y ws E a.

(w1, ws) F a si (wy,ws) € Ry

(w1, ws) E (my;m2) si existe wg € M tal que (w1, ws) Fm y (w3, ws2) E ma.
(w1, ws2) F (m Uma) si (wr,ws) E 7y 0 (w1, ws) E ma.

(w1, we) E 7 si existe una sucesion finita v, ..., v, tal que v1 = wy, v, = ws
y para toda i € n se tiene que (v;,vi+1) E 1.

o (wy,ws) E(a)? sl w =ws y ws Fa.

Bajo estd asignacion de significado los programas IF ¢ DO 7 ELSE 75 y WHILE
¢ DO 7 se escriben (((¢)7;m1) U ((m¢)?;m2)) v (((¢)?,m)*; (m¢)?) respectivamente.
Para leer mds de 16gica dindmica ver [14].

3.6.3. Ldgica Temporal. La ultima légica modal que presentaremos (aunque defini-
tivamente no la ultima que existe, hay una inmensa variedad de légicas modales)
es la temporal, que se encarga de estudiar los modos temporales. Para hacer esto
correctamente se agregan operadores al lenguaje que sirven para expresar las car-
acteristicas temporales de las proposiciones: la duracién de una proposicién, su
posicion temporal etc.

La logica temporal se utiliza mucho para analizar procesos en la ciencia de la
computacién o inteligencia artificial aunque surgié en un contexto filoséfico. Las
proposiciones que se estudian son del siguiente tipo:

(1) En el pasado siempre se ha dado ¢. H¢

(2) En el futuro siempre se dard ¢. G¢

(3) Se ha dado ¢ al menos una vez en el pasado. P¢
(4) Se dara ¢ al menos una vez en el futuro. F'¢

De aqui ya es claro como vamos a definir la seméantica para esta logica. Pero antes
un comentario acerca de los modelos en los cuales se interpretara el lenguaje. El
tiempo puede tener distintas formas: debe de ser un orden parcial, sin emabargo la
totalidad de su ordenamiento es quiza un propiedad que emerge de nuestra percep-
cion de un camino Unico. Sin embargo podemos exigir que el tiempo se interprete
como un orden total y se pueden anadir diversas caracteristicas al gusto del estudio:
densidad, completud, no acotado, buena ordenacién etc. Un modelo es entonces
(M, <,V) un conjunto M junto con un orden parcial < donde las letras proposi-
cionales tienen asignado un valor de verdad a través de una funcién veritativa
V i {Pi}tien x M — {0,1}.

Definicién Se dice que un modelo (M, <, V) satisface una férmula ¢ en el mundo
w € M y se escribe w F ¢ si:

(1) ¢=Py V(P,w)=1.

(2 p=@—=>x)ywExOWEY.

() o= () ywF.

(4) ¢ = P¢ si existe w' € M tal que w’' <wy w' E ¢.

(5) ¢ = F¢ si existe w' € M tal que w < w' y w' E ¢.

H¢ y G¢ pueden definirse como - P—¢ y —F—¢ respectivamente.
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Digamos que estamos disenando un programa para controlar un dispositivo.
Cada vez que se introduzca informacién al dispositivo el programa lo procesa y
actia de acuerdo a este estimulo. Este juego define un arbol de posibles desarrollos
temporales en lo cuales estdn presentes todas los posibles resultados del programa.
Al programador le interesaran ciertas propiedades de su programa. Por ejemplo un
sistema inteligente para controlar la red de seméaforos del DF. Nos gustaria que bajo
ninguna circunstancia dos seméaforos de una misma esquina sean verdes al mismo
tiempo lo cual lo podemos escribir con esta légica de la siguiente manera:

—F (11 Ap2) en donde v es una férmula que dice que le semaforo 1 estd en verde
y 19 lo mismo para el seméaforo 2. Ademas el seméaforo 1 y el 2 estdn en la misma
esquina.

(Existe un método algoritmico para saber si una férmula temporal es satisfecha
en el ese modelo o no? si, pero con un costo altisimo de recursos temporales: la
complejidad del lenguaje de las formulas satisfacibles es EXPTIME-completo.

Para leer mds de l6gica temporal ver [6].

4. LocicA MULTI-VALUADA

FEl concepto de verdad estd basado en asignaciones de verdad a las letras proposi-
cionales, esto es funciones V : {P;};ew — {0,1}. Luego, la manera de extender los
valores de verdad a todas las férmulas es a través de las operaciones booleanas
en {0,1} Qué pasa si cambiamos el codominio de las asignaciones de verdad? Es
natural aceptar como codominio a un algebra booleana cualquiera.

Definiciéon Sea A una &lgebra booleana. Una A-Asignacién es una funcién V :
{Pi}ien — A.

Dada una A-asignacién V podemos extenderla a las férmulas:
Definicién Sea V una A-asignacién. Definimos V* : FRMgop — A como la tnica
funcién tal que V*(P;) = V(F;) y si a y B son férmulas entonces V*(a A 5) =
V(@) AVE(B), Vi(av B) =V (a) vV(B) y VI (=B) = =V (B)
Definicién Una férmula « es satisfecha por una A-asignacién V si V*(«) = 1.

Un analisis semejante al de la logica modal descubre que existe una correspon-
dencia (un par de funtores) entre las férmulas y las clases de algebras boolenas.
Cuestiones como el poder expresivo del cdlculo de proposiciones son pertinentes,
sin embargo no seran tratadas aqui. Para més informacion en el asunto consultar
[11].

4.1. Las Tautologias. Toda semantica define la clase de las férmulas que son
verdad bajo cualquier interpretacion correcta; en el calculo de proposiciones son
las tautologias. Sin embargo no sabemos que tanto varfa cuando aceptamos inter-
pretaciones booleanas no binarias. El siguiente teorema dice que no hemos aadido
nuevas verdades, solo hemos refinado nuestra capacidad para hablar de las férmulas
contingentes. Ademas la demostracion es un buen pretexto para repasar conceptos
importantes de las Algebras Booleanas.

Lemma 4.1. Dada una A-Asginacion V y U un ultrafiltro en A entonces existe
una dnica {0,1}-asignacion K : {P;};ewy — A tal que K* = po V* donde p es la
proyeccion p: A — AJ/U ~ {0, 1}.

Proof. Sea U un ultrafiltro y p : A — A/U ~ {0,1} la proyeccién. Definimos
K : {P}ien — {0,1} como K(P;) = p(V(F;)). Veamos que K* = po V*. Por
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induccién sobre la formacion de férmulas. Para las letras proposicionales: K se
definio asi. Supongamos que la propiedad es cierta para a y 3, entonces K*(aAf) =
K*(a)AK*(B) = pV* () ApV*(B) = pV*(aAB) ya que p es un morfismo de algebras
y por la definicién de V*. Los demas casos son analogos. La unicidad se deja para
ser demostrada por el lector. O

Teorema 4.2. « es una tautologia si y solo si para toda dlgebra booleana A vy toda
A-Asignacion V, V*(«a) = 1.

Proof. El regreso es inmediato ya que toda asignacion de verdad clasica es una
{0,1}-Asignacién. Sea « una tautologia y A una algebra booleana. Tomemos
V una A-Asignacién y demostremos que V*(«) = 1. Supongamos que V*(«) # 1,
entonces por el teorema del ultrafiltro existe un ultrafilto U que no contiene a V*(«)
yseap: A — A/U ~ {0, 1} la proyeccién. Entonces existe una asignacién de verdad
K tal que K*(a) = pV*(«). Ya que V*(a) ¢ U entonces pV*(«a) = 0. Pero por
otro lado como « es una tautologia entonces debe darse que K*(«a) = 1. O

El ultrafiltro es usado como un artificio para convertir logicas multivaluadas en
l6gicas clédsicas. Este artificio es de gran utilidad sobre todo en la construccion de
nuevos modelos a partir de una cierta coleccién de modelos clésicos. Este es el
método que nos ocupara la proxima seccién.

4.2. Ultraproducto. Fijemos un tipo de semejanza p. Nos abastecemos de una
familia de estructuras .# = {2; = (A4;,1;)}jes con A; € V, y el objetivo es generar
otra estructura tipo p. La construccion es la siguiente:

e Sea B =1Il;c;A; el conjunto de J-adas de elementos de A;,
WjcsAj ={f:J — UjeI Ajlf(j) € Aj}
e Sobre B construimos una interpretacién del lenguaje:
(1) SiR esuna letra relacional de aridad n de p entonces R® = I1;c ;R =

{(f1, f2r s fn) € Wies A7) 1(F1(5); f2(5), -, Fu(4)) € R¥}

(2) SiF esuna letra funcional de aridad n de p entonces (F2(f1, f2, ..., f))(j)

FY%S(£105), fo()s o Fa(3))
(3) Si e es una constante de p entonces (e?)(j) = e

e Hemos construido una estructura clédsica, sin embargo es demasiado re-
strictivo exigir la satisfaccién de una férmula en todos los mundos para la
satisfacibilidad de ella en B. Asi que demos otra modo de interpretar el
lenguaje.

e Tomemos una férmula «, en vez de interpretarla en B segin Tarski, le
daremos un valor de verdad en el dlgebra booleana @(J). Sea s €“ B,
definimos V; : FRM, — o(J) como Vy(a) = {j € J|; F afs;]'®}.

e Sea U un ultrafiltro en p(J) y p: p(J) = p(j)/U ~ {0,1} la proyeccién.
Dada una asignacién s €* B y una férmula «, definimos el valor de verdad
de esa férmula como VerV(a) = pVi(a).

e Sean 71 y T2 dos términos y s €Y B una asignacién. Supongamos que
VerV(ri = ) = 1, lo cual significa que {j € J|r1” [s;] = 72% [s;]} €
U. Luego, dos términos pueden ser distintos al ser interpretados en B,
pero el valor de verdad puede ser 1. Esta situacién no es deseable, por lo
que debemos de arreglar el universo B para que la verdad de una férmula

A

185j es la asignacién s; : w — Aj tal que sj(n) = (s(n))(J).
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de igualdad implique igualdad de la intepretacion de los términos en el
universo.

e Definimos una relaciéon de equivalencia sobre los elementos de B. Decimos
que dos J-adas f y g son equivalentes, y se escribe f ~y g, si {j € J|f(j) =
g9(7)} € U. Bajo estd relacién de equivalencia, Vals(t1 = 72) = 1 si y solo
si 781[s] ~u T8[S], por lo que al cocientar hemos cumplido el objetivo. Sea
A =B/ ~,.

e Tenemos que definir nuevas interpretaciones para las letras de nuestro tipo
de semejanza sobre A.

(1) SiR es una letra relacional de aridad n entonces R* es la relacién n-aria

sobre A tal que ([f1], [f2], -, [fn]) € R*siysolosi{j € J|(f1(j),.... fn(j)) €

R¥%i}eU

(2) Si F es una letra funcional de aridad n entonces FA([f1], ..., [fn]) =
[FB(flv ey fn))]

(3) Si e es una constante entonces e = [eP].

Es necesario comprobar que estan bien hechas nuestras definiciones, esto es
que el valor de una funcién o la pertenencia a una relacién no depende de
los representantes elegidos (Ejercicio).

e A la estructura construida (A,I) se le llama el ultraproducto de {2, }jes y
se denota por II; /U.

La pregunta ahora es que tanto se parecen los valores de verdad de una férmula
bajo la interpretacién de Tarksi y bajo la Asignacién Vals. El siguiente teorema,
llamado el teorema fundamental del ultraproducto, nos muestra que la construccién
fue exitosa.

Teorema 4.3 (Los). Dada una asignacion s €* A, a una férmula y un ultrafiltro
U C p(J) se tiene que:

2L, /U E afs*]' si y solo si VerY(a) =1

4.3. La Expresividad de la Légica de Primer Orden. Qué tanto podemos
decir de las estructuras matematicas con el lenguaje de primer orden es una de las
preguntas mas importantes de la légica. Hechas para hablar de ellas con precision,
para establecer un método de verificacion de verdad, la logica de primer orden es
para el matematico clasico su lengua madre. Sin embargo ciertas cosas se escapan
de la precisién absoluta de la légica de primer orden, como si el confinamiento de
los conceptos matematicos bajo una estructura gramatical no ambigua no pudiera
contener todo lo que hay por saber. La intuicién o el poder imaginativo es mucho
mas grande.

Formalmente, hay ciertas propiedades de las estructuras matemaéticas que no
pueden ser caracterizadas por férmulas de primer orden. Tomemos como ejemplo
(bastante drastico) la propiedad de ser finito.

Seria deseable encontrar una férmula o cerrada tal que todo modelo que la
satisfaga sea finito. Supongamos que tal férmula existe y consideremos las férmulas:

32" = A1 3930, (71 A T2 AL EF B3N o ATo F XT3N e A e ATy F Ty)
Al ser satisfechas en un modelo, estas férmulas nos garantizan la existencia de

n elementos distintos. Sea .# una cantidad numerable de modelos finitos ¥ =
{U;}ien tal que Card(]|2,]]) = n y U el ultrafiltro cofinito U = {A C N|JIN - A

195% denota la asignacién s*(n) = [s(n)].
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es finito } en IN. Posterior a la construccién del ultraproducto II2,, /U observamos
dos cosas:

(1) Para todo n € IN, I12l,, /U F 32", puesto que para todo m > n, A, F 3="
y{meNm>n}eU.
(2) 1A, /U E o ya que Ay, F o paratodomy N € U.

Del punto (1) se desprende la conclusién de que II%,, /U no es finito, de (2) que
si lo es. Por lo tanto la finitud no puede ser expresada con una sola férmula, de
hecho ni siquiera con un conjunto de férmulas o.

Para leer mds de este tema referirse a [16] o [19].

5. EriLoco

La légica es una disciplina que se desarrolla en una inmensidad de direcciones,
incluso enumerarlas todas serfa tarea de dementes. Sin embargo de una revision su-
perficial de algunas de ellas podemos extraer informacién valiosa. En primer lugar
que la légica es una herramienta fundamental para el analisis riguroso de cualquier
problema; que si hay un terreno desconocido, la logica puede establecer un orden
dentro de él construyendo modelos 1égicos ad hoc. Segundo, y muy relacionado con
el primer punto, es que cualquier situacién na (o quiza solo distinta) nos confronta
con una red de referentes que difieren del escenario cldsico y a la cual hay que
adaptarse con mejores representaciones mentales de la situacién, en otras palabras
hemos de desarrollar una intuicion para incluso poder empezar a comprender. Una
nueva intuicion (o asignacién de significado a nuestros constructos mentales) conll-
eva una nueva légica, en donde por légica quiero decir estructuramiento del lenguaje
por medio de una relacién de consecuencia légica. Asi cualquier exploracion de un
campo nuevo provoca el nacimiento de una légica distinta, y es la obligacion y el
gusto del 16gico explorarla.

Otro punto que habria que resaltar es la semejanza de analisis en las diversas
légicas. Pero la explicacién es sencilla: hay ciertas categorias (no en el sentido
matematico, o quien sabe) de un lenguaje matemdtico que son importantes para
establecer su terreno y su potencial. Tres ejemplos dan las notas: el caso de la ex-
presividad de un lenguaje, la intima relaciéon que posee una logica con sus modelos;
la algebraizacién, que uno podria pensar (o quiza solo me gustarfa pensarlo) como
la investigacién del poder de cédlculo que tiene una légica; la computabilidad, la
complejidad algoritmica de ese modo de pensamiento.

Finalmente, me gustaria decir que a la investigacién l6gica siempre puede sumarsele
las grandes herramientas desarrolladas por la matemdtica moderna (como las cat-
egorfas y topologia) lo cual, ademds de brindarnos diferentes visiones profundas de
la materia, hace de su quehacer una actividad mas enriquecedora.
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