Sistemas Formales

INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es organizar y definir, en la forma maés rigurosa posible,
los conceptos basicos de la légica matematica clasica.

Esto estd motivado por el hecho de que en los textos usuales de légica ocurre que
no se da una exposicion clara y organizada de estos conceptos y que, de entre estos, hay
algunos cuya definicién varfa de texto a texto.

Asi pues, no se intenta dar una definicién més de cada uno de los conceptos basicos,
sino méas bien dar una que los abarque, los englobe, o mejor dicho, los unifique. Y por
supuesto, organizada de una forma, pensamos, mas coherente.

Estas notas estdn disenadas como material de apoyo a un primer o segundo curso
de l6gica matemadtica.

Presuponemos que el lector esté familiarizado con los conceptos de lenguaje y met-
alenguaje, sintaxis y semantica, y para las tiltimas dos secciones, con légica de proposi-
ciones y légica de predicados.

1 LENGUAJES FORMALES.

1.1 DEFINICION Y NOTACION

Sea S un conjunto, no-vacio. A los elementos de S les llamamos simbolos de S. Diremos
que una sucesién finita de simbolos de S, forma una expresién de S. Al conjunto de
expresiones de S lo denotaremos por g

1.2 DEFINICION Y NOTACION

Sea S un conjunto de Simbolos y ¢ C Eg, no-vacio. Por un Lenguaje Formal (L.F.), L,
entenderemos a la pareja ordenada

L=<S5¢>



A 'S se le llamaréd el alfabeto de L, y a ¢ el conjunto de férmulas bien formadas (£.b.f)
de L.

Por lo general para construir a ¢ a partir de Eg, se dan una serie de reglas, llamadas
Reglas de formacion de las f.b.f. de L, y que proporcionan un mecanismo efectivo para
decidir si una expresion dada pertenece o no a ¢.

Algunos ejemplos de L.F. son:
E.1.1. Ly =< S1,¢1 >; donde S; = {a,b} y
b1 = {z € Bg, | long! (x)< 4}.
E.1.2. Ly =< s9,¢2 >; donde So = {a,b} y
¢2 = {x € Eg,|r empieza con "a” y termina con "b” }.
E.1.3. Ly =< S3,¢3 >; donde S3 = {a,b,0} y
¢3 = {z € Eg,|x empieza con "a” }.
E.1.4. Ly =< S4,¢4 >; donde S3 = {a,b,0,%} y
¢4 = {x € Eg,|r empieza con "a”}.
E.1.3. Ly =< S5,¢5 >; donde S5 = Sy y
¢5 = {x € Eg,|r empieza con "a” y no contiene a "*”} .

Los ejemplos E.1.1. y E.1.2. nos muestran dos lenguajes que, a pesar de tener el mismo
alfabeto son distintos, y los ejemplos E.1.3. y E.1.5. muestran lenguajes distintos, a
pesar de tener el mismo conjunto de f.b.f.

1.3 DEFINICION Y NOTACION

Sean Ly y Lo dos L.F. Decimos que L1 es un sublenguaje de Lo, notacién: L1 < Lo, si
y sélo si:

1. El alfabeto de L; esta contenido en el de Lo; y

2. El conjunto de f.b.f. de Ly son todas aquellas f.b.f. de Lo que sélo contienen
simbolos de L.

Notemos que, de la definicién anterior, al dar un subconjunto de simbolos de un L.F'., el
sublenguaje queda perfectamente determinado.

Como ejemplo de un sublenguaje tenemos que L3 < L4. En cambio Ly £ L3, ya
que, por ejemplo "a” es una f.b.f. de L3, que debe de pertenecer al sublenguaje, de Ls,
con alfabeto {a,b}, y no pertenece a ¢s.

Por long (x) (longitud de x) entendemos el nimero de simbolos que aparecen en la expresién ”x”



2 SISTEMAS FORMALES.

Antes de definir rigurosamente lo que es un Sistema Formal (S.F.), necesitaremos for-
malizar el concepto de Regla de Inferencia.

2.1 DEFINICION

Sea L =< S,¢ > un L.F. Por una Regla de Inferencia R™ de aridad n (con n > 2), en L,
entenderemos un subconjunto del producto cartesiano ¢™, de tal suerte que para todo
conjunto de (n-1) f.b.f. y cada féormula A, se pueda decidir efectivamente si las (n-1)
f.b.f. junto con A estan en la relacién R™. En tal caso diremos que A es consecuencia
directa de las (n-1) f.b.f. en virtud de la regla R"™.

Algunos ejemplos de Reglas de Inferencia son:

E.2.1. R} = {(A, B, AB)|A, B € ¢1 y long(A)+long(B) < 4} es una Regla de Inferencia
de aridad 3, para L;.

E.2.2. R} = {(a1a0a304, asazanaq)|ar, ag, a3, a4 € S1} es una Regla de Inferencia de
aridad 2 para Lq.

E.2.3. R} = {(A, B, AoB)|A, B € ¢4}. Es Regla de Inferencia de aridad 3, para L3 y
Ly.

E.2.4. R} = {(A0B, B, A)|A, B € ¢4}. Es Regla de Inferencia de aridad 3, para L3 y
Ly.

Si R"™ es una Regla de inferencia de aridad n, y A es consecuencia directa de

Aq, Ag, ..., A, en virtud de dicha regla, es costumbre escribir:
Rm . A17A27~~~9An
: A

Asi en los ejemplos anteriores, tenemos:

3. AB 2 . ajagazay
Rl - AB R2 " agqazaoal
3. AB 3 . AoB,B

Con esto podemos pasar a definir lo que se entiende por un Sistema Formal.

2.2 DEFINICION Y NOTACION

Sea L =< S,¢ > un L.F. y sea {R;};cr un paquete, no-vacio, de Reglas de Inferencia en
L. Por un Sistema Formal S.F.p, con lenguaje L, enteremos a la pareja ordenada:
SFr =< L, {Ri}ie[ >.

En la definicién anterior, generalmente I C IN.

Ejemplos de S.F. son:



E.2.5. Fy =< L1,{R}} >.
E.2.6. b =< Ly, {R3} >.
E.2.7. F3 =< L1,{R}, R%} >.
E.2.8. Fy =< L3, {R3} >.
E.2.9. F5 =< L3, {R}} >.
Pasemos ahora a definir algunos conceptos intimamente relacionados con los S.F.

De ahora en adelante, si no se especifica otra cosa, cuando hablemos de un lenguaje,
entenderemos lenguaje formal L =< S, ¢ >, y cuando hablemos de un sistema SF7y,
entenderemos sistema formal SFr, =< L, {R; }ier >.

2.3 DEFINICION Y NOTACION.

Sean A C ¢ y A € ¢. Se dice que A es consecuencia o deduccion de A en SFy, siy sélo
si existe una sucesion finita A, Ao, ..., A, de f.b.f. de L tal que:

1. A, =A

2. Para cada j, o A; es un elemento de A o A; es consecuencia directa de alguna o
algunas de las f.b.f anteriores de la sucesiéon, en virtud de alguna de las Reglas de
Inferencia del SF7,.

La notacién usual es:
Abgp, A

Si este es el caso, se dird que la sucesién Aq, As, ..., A, es una deduccion de A a
partir de A, en SFL, y a los elementos de A les llamaremos Hipdtesis o Premisas.

Es costumbre, al dar una lista de una deduccién poner delate de cada una de las
f.b.f la justificacién de su inclusién en dicha lista.

Veamos un par de ejemplos.

E.2.10. Considere el SF, Fy =< Ly, {R3, R3} > y sea A = {a,ab}, entonces

1. (a) a €A
(b) ab €A
(c) aab R} al12
S AbFgp, aab

2. (a) 1. a €A
(b) 2. aa R}all



(c) 3. aaaa R} a22

A Fgsp, aaaa

3. (a) 1. ab €A
(b) 2. abab R}all
(c) 3. baba R} a2

o Atgp, baba
4. (a) 1 €A
(b) 2. ab e A
(c) 3. aab R} a1
(d) 4. aaab R}al3
(e) 5. baaa R? a4

oA Fgp, baaa
E.2.11. Considere el SF, Fy =< L3, {R3} > y sea A = {f € ¢3| f no tiene ocurrencias
de 70” }. Es claro que: A g, A siy sélosien A después de cada ”0” ocurre una

o

Veamos algunas propiedades que son ciertas para cualquier S.F.

2.4 PROPOSICION

Sea SF, =< L,{R;}icr > un S.F. ysean I', A C ¢, y A, B € ¢ entonces:
1. paratoda C €I', I' Fgp, C.

sil' CAyTIFgp, A, entonces A Fgp, A.

sil'Fsp, Ay Abgr, B, entonces I' Fgp, B.

si para cada B; € A, se tiene que I' g, B; vy A Fgp, A, entonces I' Fgp, A.

ook

(Metateorema de Finitud) A Fgp, A siy sélo si existe un subconjunto finito I' de
A tal que I' Fgp, A.

Las demostraciones son sencillas y se dejan al lector.

2.5 DEFINICION Y NOTACION

Considérese a SFy. Sea I' C ¢, por la cerradura deductiva de T', denotada por T,
entenderemos al conjunto de todas las f.b.f. que se deducen a partir de I' en SF7. En



simbolos B
I'={feol'Fsr, f}

Algunos ejemplos son:
E.2.12. Enel S.F. : F} =< Ly, {R3} > se tiene que:
1. Si T = {a}, entonces I = {a, aa, aaa, aaaa}
2. Si T = {ab} entonces ' = {ab, abab}.
E.2.13. Enel S.F. : Fy =< Ly, {R3} > se tiene que:

1. la cerradura deductiva de cualquier conjunto de f.b.f., cuyos elementos tengan
longitud a lo mas tres, coincide consigo mismo.

2. la cerradura deductiva de cualquier conjunto de f.b.f., que contenga férmulas
de longitud cuatro, sera igual al conjunto, uniéon con el conjunto de to-
das las férmulas ”"simétricas” de longitud cuatro; asi, por ejemplo, si I' =
{a, ab, baba, aabb, bbaa} entonces ' = I' U {abab, bbaa, aabb}.

E.2.14. El ejemplo E.2.11. da una caraterizacién del conjunto A.

El ejemplo E.2.13. a) nos muestra que existen conjuntos tales que coinciden con su
cerradura deductiva?, se dice que estos conjuntos son conjuntos deductivamente cerrados
o que son cerrados bajo la deduccion. Esta propiedad nos servird para definir uno de los
conceptos mas importantes para los S.F.

2.6 DEFINICION

Considérese SF;, =< L,{R;}icr > y sea T C ¢, se dice que T es una Teoria Formal en
SFy, siysélosi T es un conjunto deductivamente cerrado, e.d., T'=T. A los elementos
de T se les llamara Teoremas formales de T.

Es claro que el ejemplo E.2.13 a) nos proporciona varias teorias para el sistema
F5. Otros ejemplos son:

E.2.15 . En [} =< L1, {R}} >
1. T = {b, bb, bbb, bbbb} es una teoria.

2. Cualquier conjunto cuyos elementos tengan longitud exactamente cuatro, es
una teoria.

E.2.16. En Fy =< L1, {R3} >. Cualquier conjunto de f.b.f. tal que si contiene elemen-
tos de longitud cuatro, también contiene a los simétricos, serd una teoria.

Algunas de las principales propiedades de las teorias formales nos da la sigu-
iente

2Es claro que todo I' C ¢ en SFy, cumple I' C T. El inverso no siempre es cierto



2.7 PROPOSICION

Considerando SF;, =< L, {R;}ier >, sean ', A C ¢ y A € ¢, entonces:
1.T=T
2. ¢ = ¢, por lo que ¢ es una teorfa formal.
3. SiI' C A, entonces ' C A
4. TUACTUA
5. TNACTNA
6. I' es una teoria formal si y sélo si
I'tsp, A Ael
Las demostraciones son sencillas y se dejan al lector.

No es dificil ver que en una teoria no necesariamente se utilizan todos los simbolos
del alfabeto del lenguaje, sino s6lo un subconjunto muy especifico de f.b.f. Muchas
veces es necesario referirnos a dichas formulas y de aqui la necesidad para la siguiente
definicién.

2.8 DEFINICION Y NOTACION

Sea T una teoria formal en SF7, y sea R el minimo conjunto de simbolos que intervienen
en la teorfa T. Por el Lenguaje de la teoria T, denotado por L(T), entenderemos al
sublenguaje de L. que tiene como conjunto de simbolos a R.

Recordemos que el conjunto de f.b.f. de un sublenguaje queda perfectamente
determinado por el conjunto de simbolos.

Abusando de la notacién, usaremos ¢ € L(T') para indicar que 1 es una f.b.f. del
lenguaje de la teoria T.

Hay que hacer notar que dentro de L(T), pued haber (y de hecho, son las teorias
interesantes) f.b.f. que no pertenecen a T como elementos.

Pasemos ahora a definir uno de los conceptos més allegados a las teorfas for-
males.

2.9 DEFINICION

Sea T una teoria formal en SF7. Se dice que es Aziomatizable si y sélo si existe ' C T
tal que I' = T. Si tal es el caso, a I' se le llamara un conjunto de axiomas de T, y sus
elementos, axriomas de T.



Lo primero a mencionar, es que en una teoria formal axiomatizable, el conjunto
de axiomas no necesariamente es tnico.

Por otro lado, no porque una teoria sea axiomatizable se podra saber perfectamente
cuales son sus axiomas, v.g. el conocimiento de la existencia de un conjunto de axiomas,
no nos dice cudles son sus elementos, y de aqui que:

2.10 DEFINICION

i un ri rm n xiomatiz Xi un pr imien iv
Si T es una teoria formal, en SF7, axiomatizable y existe ocedimiento efectivo
para decidir si una f.b.f. dada es axioma, se dird que T es una Teoria (formal) Az-
tomdtica.

Cuando una teoria es axiomaética todos sus teoremas se pueden obtener como

deducciones, cuyas hipdtesis o premisas son los axiomas: dichas deducciones recibiran
un nombre especial.

2.11 DEFINICION

Sea T una teorfa axiomatica en SFr. A una deduccién (lista finita) a partir de los
axiomas de T, le llamaremos prueba formal.

Con esto resulta que un teorema es la ultima f.b.f. de una demostracion.
. Un axioma es un teorema?

Cuando se trabaje en un solo sistema formal y con una teoria especifica, cuyos
axiomaes sean conocidos, digamos I', escribiremos: Fr A, o simplemente - A, para
indicar que A es un teorema de la teoria I' en dicho sistema.

Esta notacion es conveniente ya que podemos usar la simbologia A Fr B, o simple-
mente A - B para indicar que existe una deduccién de B a partir de I" (como conjunto de

axiomas) y de A como conjunto de hipétesis adicionales (por supuesto A C L(T)).

Hasta ahora, para construir teorias formales, las cosas se han presentado ”verti-
calmente”, es decir, primero construimos un lenguaje formal, después un sistema formal
y, finalmente, tomamos un conjunto deductivamente cerrado o, en el mejor de los casos,
la cerradura deductiva de un conjunto de f.b.f. En realidad las cosas no suelen ser asi,
por el contrario, al principio lo que se tiene es un conjunto de f.b.f.; las cuales quere-
mos organizar en forma de una teoria (axiomética), entonces lo que procede es construir
un lenguaje formal adecuado e inscribir esta ”teoria” en un sistema formal, haciendo
explicitas las reglas de inferencia.

Esto se hace en forma ”vertical”, para organizar sistematicamente los conceptos
mas relevantes de la logica matemadtica cldsica, como ya lo hicimos notar en la intro-
duccioén.



3 CONSISTENCIA, CORRECTEZ, COMPLETEZ E INDEPENDEN-
CIA

Al intentar construir una Teoria Formal, como formalizacién de una teorfa intuitiva, bas-
tarfa con que ésta fuera un conjunto deductivamente cerrado de f.b.f., pero la intencién
comun es exigirle ciertas propiedades como son la consistencia y la correctez y desear
otras como son la completez y la independencia de sus axiomas (ene el caso de que sea
axiomatica).

La propiedad de consistencia es la méds importante para las teorias formales, ya que
sin ellas no tiene sentido preguntarse sobre cualquier otra propiedad. Esto se hara evi-
dente cuando demos una caracterizacién para un SF cuyo lenguaje (y reglas de inferencia
adecuadas) contengan un simbolo para la negacién (—).

3.1 DEFINICION

Sea T una teoria formal en SFL. Se dice que T es una Teoria consistente si y
solo si existe ¥ € L(T) tal que ¢ ¢ T, en otras palabras T" # L(T). En caso contrario,
diremos que T es inconsistente.

En caso de que T sea axiomatizable, la definiciéon anterior es equivalente a pedir
que exista 1 € L(T) tal que T' ¥ ¢*, con I' un conjunto de axiomas para T.

Un ejemplo de una teoria consistente nos lo da E.2.11. (por ejemplo, ”aob” es una
f.b.f. tal que A ¥ aob).

Para enfatizar, diremos que, si una teoria fuera inconsistente, entonces toda f.b.f.
seria un teorema formal.

Respecto a los métodos de demostracion de la consistencia de una teoria formal T,
diremos, aunque se sale de nuestros objetivos, que por lo general, las demostraciones de

consistencia se hacen a nivel semantico, por ejemplo, dando un modelo® para la teoria
T.

Si la teoria T es axiomatica, existe un procedimiento interesante que consta de lo
siguiente:

1. Encontrar una propiedad P relativa a f.b.f. de L(T); es decir, que pueda decidirse
efectivamente para cada f.b.f. si tiene o no la propiedad.

2. La propiedad debera ser tal que:

3Esta es una definicién sintdctica de consistencia.

4Es claro que el simbolo ¥ significa que no se puede deducir.

5Aqui entendermos por modelo de T, una interpretacién de los simbolos de L(T), en la cual los
teoremas de T, se interpretan como ”verdaderos’.’



(a) Todos los axiomas tengan la propiedad P

(b) Para cada regla de inferencia R} del S.F. y cada f.b.f. A € L(T) se cumpla
que si A es consecuencia inmediata de (n-1) £.b.f. en virtud de R} y las (n-1)
f.b.f. tienen la propiedad P, entonces A tenga la propiedad P.

(c) Exista una f.b.f. B, que no tenga la propiedad P. Si se cumple lo anterior, la
f.b.f. B no serd teorema formal (;jpor qué?) y por lo tanto la teoria T serd
consistente.

A continuacién definiremos los conceptos de Correctez y Completez; no daremos
ahora la definiciéon de Completez sintactica, ya que ésta se da para teorias en un lenguaje
con negacién.

3.2 DEFINICION

Sea T una teoria formal en SFJ,. Se dice que T es correcta respecto a una propiedad P
relativa a f.b.f. siy sélo si todo teorema de T tiene la propiedad P.

Si se estd formalizando una teorfa intuitiva, por lo general, la propiedad P respecto
a la cual se pide correctez es la siguente: una f.b.f. A tiene la propiedad P si y sélo si “el
enunciado cuya formalizacién es A, es verdadero en la teoria intuitiva”. Es claro que la
correctez respecto a una propiedad como la anterior, es algo fundamental en la intencién
de formalizar una teoria intuitiva.

3.3 DEFINICION

Sea T una Teoria formal en SFy. Se dice que T es completa respecto a una propiedad
P de f.b.f. siy sélo si toda f.b.f. de L(T) que tenga la propiedad P, es un teorema de
T. Sea T una teoria y ¢ = L(T'). Sea P = {x € ¢| x tiene la propiedad P }, P una
propiedad relativa a f.b.f.

Con los siguientes diagramas se esquematizan los conceptos de Correctez y Com-
pletez respecto a la propiedad P de f.b.f.:

Si T es una teoria correcta y completa respecto a una propiedad P, entonces
P=T.

El ejemplo E.2.11. nos da una teorfa A, la cual es:
1. Correcta y completa respecto a la propiedad <tener “a” despues de cada “0”>>.
2. Correcta y no completa respecto a la propiedad <no tener “b” despues de “0”>>.

3. Completa y no correcta con respecto a la propiedad <tener “aa” despues de cada
“077>>.
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Ademsds de los ejemplos anteriores, existen ejemplos de teorias més interesantes
como son:

El Célculo de Proposiciones o Calculo Sentencial (C.S.) es completo y correcto
respecto a la propiedad de ser tautologfa y el Célculo de Predicados (C.P.)% es completo
y correcto respecto a la propiedad de ser universalmente valida.

El método mas usual para probar la correctez de una teoria axiomatica es probar
que los axiomas tienen la propiedad y que las reglas de inferencia la preservan; esto esta
explicado en los pasos 1) y 2) a) b) del procedimiento de prueba de consistencia dado al
principio de esta seccién.

De lo anterior se desprende que si una teoria es correcta y completa respecto a
alguna propiedad que no tengan todas las f.b.f. del lenguaje de la teoria, entonces la
teoria es consistente.

Finalmente pasaremos a dar la definicién formal de independencia de los axiomas,
(en teorfas axiométicas).

3.4 DEFINICION

Sea T una Teorfa formal axiomatica en SFf, sea I' un conjunto de axiomas para T y
v € I'. Se dice que v es un axioma independiente de los demds si y sélo si

[ —{v}¥Fsr, v

Ademis, si cada uno de los elementos de I" es independiende de los demds, entonces
diremos que I' es un conjunto de axiomas independientes para T o simplemente que I'
es independiente para T.

El siguiente resultado nos da algunas de las principales caracterizaciones de los
axiomas independientes:

3.5 PROPOSICION
Sea T una teoria formal axiomatica en SF, y sea I' un conjunto de axiomas para T. Las
siguientes tres propiedades son equivalentes.

1. T es independiente para T.

2. SSIACTyA=T, entonces A =T.

3. si A CT, entonces A C T.

La demostracion es sencilla y se deja al lector.

SEstas teorfas se formalizardn en las Secciones 4 y 5.
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El mismo ejemplo E.2.11. nos da una teoria cuyos axiomas, A, son independi-
entes.

Para probar que un axioma, por ejemplo v € I', es independiente de los demads,
existen dos métodos muy usuales: el primero consiste, al igual que con la correctez, en
mostrar que I' — {~} tiene cierta propiedad que es preservada por las reglas de inferencia
y que 7y no goza de ella. La segunda consiste en dar un modelo para la teoria I' — {~}
en el cual no sea ”verdadera” ~.

4 EL CALCULO DE PROPOSICIONES (C.S.).

En este apartado queremos dar un ejemplo especifico de una Teoria Formal, una axioma-
tizacién para la l6gica de Proposiciones, basadas en las ideas expresadas en las secciones
anteriores y llamada Calculo de Proposiciones.

4.1 DEFINICION Y NOTACION
Un lenguaje formal para el Calculo de Proposiciones o Célculo Sentencial, es Lo.g. =<
S, ¢ > donde:
1. S es la unién de los siguientes conjuntos de simbolos:
(a) Un conjunto infinito de letras proposicionales: {Py, P, Ps, ...}
(b) Un conjunto de conectivos: {—, -}
(¢) Un conjunto de signos de puntuacién: {), (}
2. El conjunto de f.b.f., ¢, estd dado por las siguientes reglas de formacién:
(a) Toda letra proposicional, P;, es una f.b.f.
(b) Si Ay Bson fb.f., entonces (A — B) y (—A) tambien son f.b.f.

(c) Una expresion de Log es una f.b.f. s6lo si se puede mostrar que lo es repitiendo
los pasos a) y b) un nimero finito de veces.

4.2 DEFINICION Y NOTACION

Un sistema formal para el lenguaje Log, es el sistema C.S. =< Log, M P > donde MP
es la tUnica regla de inferencia, y trabaja asi: si A, B € ¢, entonces:
B

MP ; AA2B)

A la regla MP, se le llama Modus Ponens.
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4.3 DEFINICION Y NOTACION

Por el Cdlculo de Proposiciones C%, entenderemos la teoria formal en C.S. que se
obtiene al tomar la cerradura deductiva de la Union de los siguientes tres conjuntos
Az, Axo, Axs, de L.b.f. de Log:
Azy ={(A— (B — A))|A, B € ¢}
Ao ={((A=(B—=C)) = (A= B)— (A= (0)))|A,B,C € ¢}
y Azg ={(((=4) = B) = (((=A4) = (=B)) = A))|A, B € ¢}

en simbolos

CS = Az U Axo U Azs
Hay que notar que en este caso, L(C$) = L¢g.

Antes de dar una caracterizacién de la consistencia para el C.$., probaremos una
deduccién. De aqui en adelante, no escribiremos algunos paréntesis, para simplificar la
notacion.

4.4 PROPOSICION

Si 907¢ € Lgs, entonces {ﬁ% 90} Fos .

Prueba:
1. ¢ hipotesis
2. 2 hipétesis
3. p—= (7 — ) € Axy
4. ~p — ¢ MP(1,3)
5. 2 = () = =) € Axq
6. Y — —p MP(2,5)
T (Y = ¢) = (¢ = —p) = ) € Az
8. (—p — —p) = MP(4,7)
9. ¢ MP(8,6)

Con esto, el lector puede probar facilmente, la siguiente

45 PROPOSICION

La teoria C$ es consistente si y sélo si no existe ¢ € Log tal que
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Fos ¢y Fes ~¢
Para la prueba de consistencia del CS se puede consultar[10] p.37 .

Como ya habiamos dicho, el C.S. es correcto y completo semanticamente respecto
a las tautologias. Consultar [10] p.35 y p.37 .

Finalmente para la independencia de los 3 conjuntos de axiomas de CS también
se puede consultar [10], pp.38 - 39.

Hacemos notar que se afirma la independencia de los axiomas de C.3. por conjun-
tos, o sea si v € Axq entonces Axo U Axsg ¥ 7y; si v € Axo entonces Az U Axs ¥ +; y por
dltimo, si v € Axs entonces Axq U Axs .

Sin embargo, si 7 € Ax; entonces no se asegura que Ax; — {y} ¥ v, y para ello
presentamos el siguiente contraejemplo:

Sea v = (P2 — Pl) — (Pl — (P2 — Pl)) S Al‘l

1. (Pl — (PQ — Pl)) — ((PQ — Pl) — (Pl — (Pg — Pl))) S Al‘l — {’y}
2. P, — (P, = P)) € Az — {}
3. (PQ — Pl) — (Pl — (PQ — Pl)) MP(1,2)

Por lo tanto se tiene: € Az1—{v} F yosea, que el axiomay = (P, — P;) — (P —
(P> — P1)) no es independiente de los deméds; aunque si se prueba su independencia de
los demads axiomas de Axo y Axs.

En resumen, los axiomas de C.$. son independientes por conjuntos o “por bloques”,
pero no individualmente.

5 SISTEMAS FORMALES DE PRIMER ORDEN
EL CALCULO DE PREDICADOS (C.P.).

Existe un tipo particular de teorias formales, las cuales son de interés esencial para los
estudiosos de la légica matematica, éstas son las teorias de primer orden, con igual-
dad.

Este interés radica, fundamentalmente en que se pueden estudiar las principales
propiedades (las de primer orden), de estructuras matematicas al formalizarlas como
una teoria de dicho tipo.

Asi pues, en esta iltima seccién, definiremos formalmente todos los conceptos
necesarios para dichas teorias y para ejemplificar construiremos un calculo de predica-

"En las teorias cuyo lenguaje tiene como simbolo a la negacién (—), suele aceptarse a esta proposicién
como definicién de consistencia (sintdctica).
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dos, siendo este iltimo la “parte logica” de otras teorias, de primer orden, mas comple-
) b )
jas.

5.1 DEFINICION

Un lenguaje L =< S, ¢ > se dice que es de primer orden si y sélo si:
1. El conjunto de simbolos, S, estd dado por la unién de los siguientes conjuntos:

a) Un conjunto numerable de variables, digamos
J g
{xly x2,I3, }
b) Un conjunto vacio o finito o infinito de constantes, digamos
J g
{a1,a9,...}

(¢) Un conjunto vacio o finito o infinito de letras funcionales cada una con su
aridad, digamos

{fi'ln < w}

(d) Un conjunto vacio o finito o infinito de letras predicativas cada una con su
aridad, digamos
{F}'ln < w}

(e) Un conjunto minimo de conectivos &

(f) El conjunto de simbolos de puntuacion:

0,67}

(g) Un conjunto de cuantificadores: ya sea el universal Vz; o el existencial 3z; o
ambos, para cada variable x;.

(h) El conjunto con el simbolo de igualdad: (=).

2. Para definir el conjunto de f.b.f., ¢, necesitamos definir lo que es un término, esto
lo haremos de forma recursiva:

(a) Toda variable o constante es un término.

(b) Si fI' es la i-ésima letra funcional cuya aridad es n, y si ti,t2,...,t, son
términos, entonces f]'(t1,t2,...,t,) también es un término.

(c) t es un término sélo si se puede mostrar que lo es con base en (a) y (b).

3. Las reglas para formar las f.b.f. dependen, esencialmente, de los conectivos y cuan-
tificadores que se hayan elegido. Para ejemplificar supondremos que los conectivos

son {—,—} y como cuantificador tinico al universal. Para este caso, damos la
definicén de f.b.f.:

8En la 16gica clésica, es usual dar un conjunto minimo de conectivos y expresar el resto en funcién
de los primeros.
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(a) Si P! es la i-ésima letra predicativa cuya aridad es n, y ti,t2,...,t, son
términos, entonces P (t1,t2,....tn) v (t1 = t2) son f£.b.f.

(b) Si A,B son f.b.f. y x; es la i-ésima variable, entonces (A — B), (—A), (Vz;A)
son f.b.f.

(¢) A esuna f.b.f. s6lo si se puede mostrar que lo es, repitiendo un nimero finito
de veces los pasos (a) y (b).

Algo que debemos aclarar es que el paso (b) de la definicién de f.b.f. depende de
los conectivos y cuantificadores que contenga S, pero no ocurre asi con (a) que dependera
de las constantes, letras funcionales y predicativas de la parte 2. es decir, de los simbolos
de 1.b, 1.c y 1.d; si éstos tres fueran vacios, serd el lenguaje puro de la igualdad.

El nombre de primer orden viene, en contraste con teorias de otro orden, por
dos razones: la primera es porque la cuantificacién, ya sea universal o existencial, se
hace sobre variables individuales y no sobre letras predicativas, y segundo, las letras
predicativas se “aplican” sélo a términos y se prohibe aplicarlas a predicados, v.g., no se
permite “hablar” de propiedades de propiedades, sélo de propiedades de “individuos”.
Los simbolos de 1.a, 1.e, 1.f, 1.g y 1.h apareceran en cualquier lenguaje de primer orden
con igualdad.

5.2 DEFINICION

Sea S =< L, R;;c; > un sistema formal, se dice que SF es un sistema formal de primer
orden si 'y sélo si, el lenguaje L, de SF es de primer orden.

Existen muchisimas formas de formalizar el cdlculo de predicados (C.P.) y esto
depende de cuales son especificamente, lo simbolos del lenguaje que se quieran utilizar.
Esto es claro, cuando recuerda que el CP no es otra cosa que la formalizacién de las
propiedades “universalmente validas”. De hecho, aqui construiremos una infinidad de
formalizaciones para el calculo de predicados.

Asi pues, considermos dados los cojuntos de las variables, las constantes, las letras
predicativas y las letras funcionales. Para este caso supondremos que el conjunto de
conectivos es {—, —} y que los cuantificadores son los universales. El conjunto de f.b.f.
estd dado precisamente por el 3. de la seccién anterior. A este lenguaje de primer orden
lo denotaremos por L¢op.

El sistema formal de primer orden sera:

CP =< Lep, {MP,GEN} >

donde MP es el modus ponens y GEN es la regla de inferencia generalizacion que
trabaja asi:

Si A es una f.b.f. y x es una variable, entonces

._A
GEN. m
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Finalmente, por CIP entenderemos la teoria formal de primer orden, en el sistema

CP, que se obtiene al tomar la cerradura deductiva de los siguientes conjuntos de f.b.f.
de LC P

ACEQ
Axg
Ax4

A[B5 :

Ax

[=>)

-~

A

(A~ (B — A))| A,Bson f.b.f. }
{(
(
(

(A= (B—C)) = (A= B) = (A— C)))| A,B,C son £b.f. }
{(FA) = B) = ((A) = (=B)) — A))| A,B son £.b.f. }

{(VxA(x) — A(t))| A es una f.b.f., x es una variable y t es un término libre para

xen A(x) }
{(Vz(A — B)) — (A — (VzB)))| A,B son f.b.f. y x es una variable que no ocurre

libre en A }
: {(Vz(x =~ x))| x es una variable }

s A{Vz(Vy((x = y) — (A(x) = A(y)))))| A es una f.b.f,; x,y, son variables, A(y)
denota la sustitucién de y por algunas ocurrencias de x en A(x) }

Asi pues, CP = Axq1 U Axo U Azz U Ay U Azs U Axg U Ay

Para terminar, diremos que la teoria CIP es correcta y completa sémanticamente

repecto a las universalmente validadas (ver [10] p.70); que las proposiciones 4.4 y 4.5 son
ciertas para CIP; que CPP es consistente (ver [10] p.62) e independiente por conjuntos de
axiomas (ver [3] pp. 51-52).
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