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Consecuencia Loégica

Desde un punto de vista l6gico, un argumento no es mas que una sucesion (finita)
de premisas o hipétesis y una conclusion.

al,...’ Oy

B

Un argumento es correcto si la conclusidén es consecuencia, si se sigue, de las
premisas; en otro caso el argumento es incorrecto. En l6gica nos limitamos al estudio
de los argumentos desde la perspectiva de su correccion.

La relacion de consecuencia, es decir, la relacion que se da entre las premisas y la
conclusion de un argumento correcto, no es relativa, no varia de un sujeto a otro: un
argumento es correcto o no lo es; otra cosa es que sepamos si lo es.

Hemos dicho que un argumento es correcto si su conclusion se sigue, 0 es
consecuencia, de sus premisas. Si bien no hay duda de que sabemos reconocer
ciertos argumentos correctos como tales, también es cierto que nos veriamos en
serias dificultades para explicar qué queremos decir, en general, cuando decimos que
la conclusién de un argumento correcto se sigue de sus premisas.

Una de las caracteristicas esenciales de los argumentos correctos es que si las
premisas son verdaderas, la conclusion también sera verdadera. Y de aqui que si la
conclusién de un argumento correcto es falsa, por lo menos una de las hipotesis es
falsa. Podemos decir, en lenguaje coloquial, que los argumentos correctos trasmiten o
heredan la verdad de las premisas a la conclusion.

La logica proposicional (légica de los conectivos) retoma esta caracteristica como
punto de partida para definir lo que es un argumento correcto bajo el nombre de
Consecuencia Logica. Para nosotros repercute en generalizar la nocién de
implicacion logica, generalizacion que haremos no solo para un numero finito de
hipotesis, sino para un conjunto arbitrario de B ,—férmulas.

Definiciéon. Sea Z U {a} < ®(B,).
1). a). Seav e ®»2. Diremos que v Satisface a a syss v*(a) = 1.

b). Diremos que a es Satisfacible syss
hay una asignacién de valores de verdad a los bloques, que satisface a a.

Rafael Rojas Barbachano 1



Loégica Matematica | Consecuencia Logica

2). a). Seav e ®»2. Diremos que v Satisface a X syss v satisface atoda a € X

b). Diremos que X es Satisfacible syss
hay una asignacion de valores de verdad a los bloques, que satisface a X.

Ejemplos:
1) 0 es satisfacible por cualquier asignacion 2) B, es satisfacible
3) {4, -4}y {4 & -4 } no son satisfacibles 4) {4 — B} es satisfacible
5) ®(B,) no es satisfacible 6) {4V -4} es satisfacible
Prueba: Ejercicio. T

Definiciéon. SeaX U {f} < ®(B,). Diremos que f es Consecuencia (Logica) de %,
¥ = P syss toda asignacion que satisface a X, satisface a . En simbolos:

S BsyssV v esz[\; aeS(vi(a)=1) = v(B) = 1}

Los elementos de X se llaman Hipotesis 'y  se llama Conclusion.

Proposicion;. Sean a, € ©(B,).
1) DE=p syss peT,
2) {ay=p syss aE=p
Prueba: Es inmediata de la definicion. i

Esto ultimo sugiere la siguiente,
Notacioén.

1) £ = BeT,
2) SiZU{B} < dB,)y X es finito digamos X = {ai,...,a,}, escribiremos
ai,...,ap E B = Aan,...,a.r E P

Pasemos a ver algunas propiedades basicas.

Proposicién,. Seal U U <{a, B, 7, ai,..., a, ) < O(B,).
1. a). akEa

b). Sia € X, entonces X = a

2. Monotonia.
a). Sia = pentoncesa, y = p
b) SiX=pyXZcT,entoncesT = f
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3. Transitividad.
a). SiaEpypEy, entoncesa =y
b) SiZ=pypEy, entonces X =y
c). Siparatoday €T, X =yyademasT k= f5, entonces X = f8

4 a) aE=fsyssEa—f
b) Y*U{a} =EpsyssZkE=a— p
Version semantica del Metateorema de la Deduccion.
c). ai,...,a, = pBsysskE= (a1 — (a2 — (...— (a, — P)...)))

5. a) a,pEa&p
b) a,f=ysyss(a & B)=ysyssE(a & p) — vy
C). ai,....,a, = psSysskE= (a1 & az...& a,) — P

Prueba: Ejercicio. i

A continuacion veamos algunas propiedades de la consecuencia légica que nos
serviran como ejemplos de argumentos correctos.

Proposicién;. Sea U {a, 8} < ®(B,), asi,
1. Modus Ponens
a). a,a — fEP.
b). SiEaykEa — p, entonces = f.
c) SiZEayZXkEa— f, entoncesX E .

2. Modus Tollens
a. a— f,-fE—a
b). SiEa — pyE —p entonces = —a
c). SiZEFayZXkEa— f, entoncesX = .

Prueba: Ejercicio. T

Una regla de inferencia es o sera una “buena regla”, si la conclusion es una
consecuencia logica de las hipotesis. La regla Modus Ponens es una “buena regla”:

a
a— pB

B
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Veamos otras propiedades.

Proposicion,. Sea f§ € ®(B,). Asi,
1. |=Bsyss€ a € dB), a=p

2. |=ﬁsyss€ COB),XE=p
Prueba: La parte 1. se sigue de 2.
:>} Si B es una tautologia, entonces cualquier B ,—asignacion que se dé, en

particular a una que satisfaga a un conjunto determinado de férmulas, satisfacera a p.
<::| En particular se tiene, 4 V =4 = B. Por tanto, cualquier asignacion que

demos, al satisfacer a esta hipétesis, satisface a . T

Proposicions. Sea a € ®(B,). Asi,
1. a, —a = B cualquierasea f € ¢(B,)y
2. o es una contradiccion syss o = f§ para cualquier € O(B,).

Prueba: Sdlo probaremos 2. La primera parte se hara por contrapositiva y la otra por
reduccion a lo absurdo.

:>} Si para algun S se tiene que a # f, entonces hay una asignacion que

satisface a a pero no asi a . En tal caso, a no es una contradiccion.
c} Tenemos como caso particular, ¢ = 4 & —A. Entonces cualquier asignacion

que satisfaciera a o tendria que satisfacer a (4 & —4), por lo que a no es satisfacible.
T

Corolarios. Seay € ®(B,). Asi,
y es Contingente syss Jac o(B,) [a B y:| y 3 B e ®B,) [y K ﬁ}

Sabemos que la equivalencia légica esta caracterizada por la doble implicacion
I6gica, también la podemos caracterizar por tener las mismas consecuencias légicas.

Proposicion;. Para a, f € ®(B,) se tiene que,
1. a=psyssa=EPyfEQ
2. asﬂsySSQy € O(B,), a EysyssfEy

Prueba: Solo falta probar 2.
:} Supongamos que a = . Asi, tenemos que a = By que B E a. Ahora

consideremos a y € ®(B). Sifuera el caso en que a = vy, por la transitividad de la
implicacion logica, tendriamos que p = y. Analogamente, si § & y, tendriamos que
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akEvy.
<::| Supongamos que para cualquier y € ®(B), se tiene que a = y syss 8 = y.

Ahora bien, como a = «a, tenemos que = a y como f =  también tenemos que
a = B. Concretando, a = . T

La siguiente propiedad nos da una caracterizacion de para la satisfacibilidad de un
conjunto de férmulas.
Proposicions. Sea X~ < ®(B,). Asi,
1. X es satisfacible syss hay una g € ®(B,) tal, que X & .
O, equivalentemente,
2. ¥ = B, paratoda g € ®(B,) syss X no es satisfacible

Prueba: Si X es satisfacible, entonces ninguna contradiccion es consecuencia logica
de él —p.e. (4 & —4). Otro ejemplo, si a € X, se tiene que X # —a (aqui se necesita

que X = 0). Otro mas, si se tiene que X = B, por ser X satisfacible, entonces X # —p.
El “regreso” es inmediato de la definicion de = . i

Una ultima propiedad de la consecuencia l6gica, que veremos en esta seccidon y
gue nos sera de gran utilidad para mas adelante es,

Proposiciony. Sea Z U {f} < ®(B,). Asi,
1. T »# B syss X U {—p} es satisfacible.
O, equivalentemente,

2. ¥ = psyss XU {—f} no es satisfacible.
Prueba:

Y B syss Ive 72 [v satisface a X y v*(B) # 1] Def. de =
syss Jve P2 [vsatisfacea =y v (—p) = 1] Propd. de v

Syss Jve B2 [ v satisface a = U {—f3} ]
syss X U {—f} es satisfacible Def. de Sat T
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Dos resultados importantes, que no podemos dejar de mencionar, quedan

PENDIENTES:

METATEOREMA DE FINITUD SEMANTICO:

SeaXU<{a}; < ®(B,). SiZ = a, entonces X tiene un subconjunto finito, digamos
I, talqueT E a.

METATEOREMA DE COMPACIDAD:

Si X es un conjunto de férmulas tal, que todo subconjunto finito es satisfacible,
entonces él mismo, X, es satisfacible.

Solo comentaremos que estos resultados son equivalentes, es decir, se puede
probar uno a partir del otro. Nosotros, mas adelante, probaremos el metateorema de
compacidad y de ahi desprenderemos el de finitud.
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