
Lógica Matemática III

Aritmetización del Metalenguaje

A continuación damos en un solo resultado, una lista de las relaciones y
operaciones recursivas que nos ayudarán a aritmetizar el Metalenguaje de la
Aritmética Formalizada. Las primeras cinco ya dimos su prueba y por tanto solamente
las enunciamos.

Proposición. Las siguientes relaciones y operaciones son recursivas primitivas:

1. PRM ⊆ N es el conjunto de números primos. Así, PRMx syss x es un número
primo.

2. P_ : N  N, donde Pn es el n–ésimo primo en orden ascendente.

3. Para cada j ∈ ℕ, la función  j : N
2  N está definida como sigue:

xj 
0 si x  0

aj si x  P0
a0  P1

a1  …  Pj
aj  Pj1

aj1  …

OjO: xj ≠ 0 syss  Pj
y1 ∣ x ∨ x ≤ 1

4. Las siguientes funciones indistintamente las llamaremos Longitud de un
número.

a). La función ld : N  N, nos da para un a  1, el número de primos –distintos–
que lo dividen, o equivalentemente, el número de exponentes no–cero en la
factorización en potencias de números primos.

ldx 
j≤x

∑ sg xj

Obsérvese que ld0  0  ld1.

b). La función lg : N  N, nos da el índice del (primer) primo que no lo divide y
que ningun otro primo mayor tampoco lo divida.

lgx  yyn ∀zzn z ≥ y  Pz ∣ x

Osérvese que lg0  0  lg1.

5. La función binaria , llamada Concatenación, queda definida como sigue:
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x  y  x 
jlgx

 Plgxjyj

Observando que, si
x  P0

a0  P1
a1  …  Pnan y y  P0

b0  P1
b1  …  Pmbm

con ai ≠ 0 y bj ≠ 0, entonces

x  y  P0
a0  P1

a1  …  Pnan  Pn1
b0  Pn2

b1  …  Pnm1bm

6. a). La función pp : N  N, llamada Poner Paréntesis, trabaja de la siguiente
manera:
Si E es una AP–expresión y su número de secuencia es x, e.d. g2E  x,
entonces ppx es el número de secuencia de la expresión “E” y así,
ppx  g2 E . Es recursiva pues,

ppx  2g1  x  2g1

b) La función ppc : N2  N, llamada poner paréntesis con coma, trabaja de la
siguiente manera: Si E y F son AP–expresiones tales que g2E  x y
g2F  y, entonces ppcx,y  g2 E,F . Esta es recursiva pues,

ppcx,y  ppx  2g1,  y

7. VAR ⊆ N. VARx syss x es el número de secuencia de una variable de ℒAP.
VARx syss ∃yyxx  2g1vy  

8. TERM ⊆ N. TERMx syss x es el número de secuencia de un AP–término.

TERMx syss VARx ∨ x  2g1C0   ∨

∨ ∃yyx TERMy ∧ x  2g1fs   ppy

∨ ∃yyx∃zzx TERMy ∧ TERMz ∧ x  2g1f   ppcy, z

∨ ∃yyx∃zzx TERMy ∧ TERMz ∧ x  2g1f   ppcy, z

TAREA: Probar que TERM es una R.R. (Sug. usar recursión por curso de valores)

9. ATOM ⊆ N. ATOMx syss x es el número de secuencia de una fórmula
atómica de ℒAP.

ATOMx syss ∃yyx∃zzxTERMy ∧ TERMz ∧ x  ppy  2g1≈  z

10. La función neg : N  N, trabaja de la siguiente manera: Si E ∈ EXPAP y
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g2E  x, entonces negx  g2 E .

negx  pp2g1  x

11. La función imp : N2  N, trabaja de la siguiente manera: Si E,F ∈ EXPAP con
g2E  n, y g2F  m, entonces impn,m  g2 E  F .

impx,y  ppx  2g1  y

12. La función cu : N2  N, trabaja de la siguiente manera: Si E ∈ EXPAP con
g2E  m, entonces cun,m  g2 ∀vn E .

cux,y  pp 2g1∀  3g1vx   y

13. FORM ⊆ N. FORMx syss x es el número de secuencia de una Fórmula de
LAP. Es una Relación Recursiva pues,

FORMx syss ATOMx ∨

∨ ∃yyx FORMy ∧ x  negy

∨ ∃yyx∃zzx FORMy ∧ FORMz ∧ x  impy, z

∨ ∃yyx∃zzx FORMy ∧ x  cuz,y

TAREA: Probar que FORM es una R.R. (Sug. usar recursión por curso de valores)

14. MP ⊆ N3. MPx,y, z syss z es el número de secuencia de una fórmula que se
obtiene por la regla de Modus Ponens de las fórmulas cuyos números de
secuencia son x e y.

MPx,y, z syss FORMx ∧ FORMy ∧ FORMz ∧ y  imp x, z

15. GEN ⊆ N2. GENx,y syss y es el número de secuencia de una fórmula que se
obtuvo por la regla de Generalización aplicada a la fórmula con número de
secuencia x.

GENx,y syss FORMx ∧ FORMy ∧ ∃zzy y  cu z, x

16. Axiomas Lógicos (primera parte).

a) AL1x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL1.
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AL1x syss ∃yyx∃zzx FORMy ∧ FORMz ∧ x  imp y, impz,y

b) AL2x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL2.

AL2x syss ∃yyx∃zzx∃wwx FORMy ∧ FORMz ∧ FORMw ∧

x  imp imp y , impz,w , imp impy, z , impy,w

c) AL3x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL3.

AL3x syss ∃yyx∃zzx FORMy ∧ FORMz ∧

x  imp imp negy , negz , imp imp negy, z , y

f) AL6x syss x es el número de secuencia de un axioma lógico del grupo AL6.
AL6x syss x  cu 0, pp2g1v0   3g1≈  5g1v0  

Quedan pendientes los demás axiomas lógicos.

17. Axiomas Propios. Axiomas de Peano, AP (primera parte).

a) AP1x syss x es el número de secuencia del axioma AP1.
AP1x syss x  cu 0, neg pp 2g1fs   pp2g1v0    2g1≈  2g1c0 

b) AP2x syss x es el número de secuencia del axioma AP2.
AP2x syss x  cu 0, cu 1, imp n , m . Donde,

n  pp 2g1fs   pp2g1v0    2g1≈  2g1fs   pp2g1v1  

y
m  pp 2g1v0   3g1≈  5g1v1 

c) AP3x syss x es el número de secuencia del axioma AP3.
AP3x syss x  …

d) AP4x syss x es el número de secuencia del axioma AP4.
AP4x syss x  …

e) AP5x syss x es el número de secuencia del axioma AP5.
AP5x syss x  …

f) AP6x syss x es el número de secuencia del axioma AP6
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AP6x syss x  …

Queda pendiente el esquema axiomático de Inducción.
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