Logica Matematica Il

Recursion por Curso de Valores

Muchas veces es necesario definir funciones por recursion las cuales el valor de
f(xl, . Xn, y+> depende no solamente del valor tomado en y, es decir de

f(x1, ... ,xa, y), sino también de algunos o todos los valores de f(x1,

. \Xn, 1) CON
u < y. Este tipo de recursion se llama Recursion por Curso de Valores.
Como ejemplo, tenemos la Sucesioén de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,..., la podemos
definir de la siguiente manera:
F:N—N
FO)= 1
F(l)=1

Fy+2)= FO)+F@yr+1)

Este método de definicion, Recursion por Curso de Valores, es aceptado —y si se
desea, se puede justificar por métodos conjuntistas. No es nuestra intension dar una

prueba de ello, o que nos interesa es ver que este método es Recusivo (Primitivo).
Para ello,

Definicién. Para cada /' : N**! — N, hay una funcion asociada, f» : N*! — N, la
cual esta definida de la siguiente manera,

f#<x1, ,xn,y> = H Pé(xlﬁ'--yxn,z>

z<y

Observaciones:

1. 0. filxi, %, 0)

.Y
ii). f#<x1, T 1) _ Pé(xl,...,xn,o) - .P§<X1,---yxn,y>

2. Siu <y, entonces

f(xl, e X, u) = [H P/z[<x1""’x"’z>:| = |: f#(XI, e X, y) :|

z<y u

3. Situvieramos a la funcion fx, podriamos obtener a la original pues, para
cualquier y se tiene,

f(xl, X, y> = |: f#<x1, U P T 1) :|y

Veamos como trabaja la funcion # en nuestro ejemplo de la sucesion de Fibonacci.
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Fy(0) = 1

Fy(1) = Pg” = 2!

F#(z) — Pg(o) .P{T(l) — 21 .31

Fu(3) = PEO . prO  pf® _ g1 .31, 52

e

Fu(4) = PLO . pFD  pf@  pl®) _ g1 31,52, 73

Tedriamos, por ejemplo que F(3) = [ Fx(4) :|3 = 2.

La funcién fx es una especie de “archivo” que va guardando la informacién que la
funcion original va tomando.

Proposicion;. Sea /: N**! — N. Asi,
La funcion fes una FR syss la funcion f: es una FR.
Prueba: La “ida” es inmediata de la definicion de fi; es el producto acotado de una
FR. El “regreso” se debe a que f'se obtiene, ver el punto 3 de Observaciones, por
Sustitucion’ a partir de las recursivas [ | ydefy, +1. T

Proposicién,. (Recursion por Curso de Valores)
Sean H : N2 — Ny f: N — Ntales, que

f(xl, ,x,,,y) = H(xl, ,xn,y,f#<x1, e X, y))

Si H es una FR, entonces ftambién es una FR.
Prueba: Gracias a Sustitucion’, basta ver que f; es una FR.
La funcioén f; se puede obtener por recusién pues,

i). f#<x1,...,xn, 0) =1

ii). f#<x1, O y+> = f#<x1, T y) -P;@l"“’x"’y) Def. fx
= f#(X], e X, y) -Pf<x"""x”’y’fwl"”’x"’y)) Hip
Ahora, si definimos la funcion G : N2 — N como,
G(21, er 5Zns Znil, Zn+2> = Zns2 * exp<Pzn+1, H<Zl, v 5Zny Zntl, Zn+2>>
resulta que G es una FR, pues se obtiene por Sustitucion’ a partir de FR. Finalmente,
como fi(x1, ... ,xn, ¥*) = G(x1, ... xu, ¥, fu(x1, ... X, ¥)), tenemos que f; se
obtiene por Recusion a partir de las recursivas C7 y G. i

Obsérvese que
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f(xl, 7-xl’l, y) :H<x1, 7-xl’l, yaf#<-x17 9-xn> y>> = [f#(xl, 3xl’l,y+ l)]y

Volvamos con el ejemplo de la Sucesion de Fibonacci. La funcidn F es una FR,
pues la podemos obtener como sigue:

Fo) = s20) + |y - 1))+
4 osg(y 1) - ([F#(y)]y;] + [F#(V)]yiz)

La funcion
H(y, 2) = 5g) +5g( [y — 1]) +520 = D+ ([, + [F),2)
esuna FRy F(y) = H(y, F4(»)).
Veamos como trabaja,
1. F4(0) = 1
2. Fu(1) = Fu(0) - PYOFHO) — .01 = o1
3. Fy(2) = Fu(1) - PHOFD) _ o1 . pl — 91,31
4. Fy(3) = Fy(2) - PY*H) — o1 .31, pll&f) vy como,
HR,Fu2) = 0+0+ 1+ ([Fe@)y:y + [Fs@));e)

Fe2)], +[Fe(2)],=1+1=2
Por tanto, Fs(3) = 2! .3 . pltl =21 .31.52

5. Fy(4) =2'.31.52. 792 =21 .31.52.73

Ahora calculemos, por ejemplo F(3).

a) Usando la Observacion; : F(3) = [ Fy(4) |, =[2'-3'.52.73 ] =3
b) Usando la funcién H :

FG) = HGFu3) = 0+0+1+ (IR + [F:G));-)
[Fx(3)], +[Fx(3)], =2+1 =3

La recursién por curso de valores también la tenemos para relaciones.

Corolario;. (Recursion por Curso de Valores para Relaciones)
Sean R < N y §  N"*? tales que

R(xl, R y) Syss S(xl, T A (CR)#<x1, e X, y))
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donde la Cy es la funcién caracteristica de la relacion R. Asi, si S es una RR,

entonces R también sera una RR.
Prueba: Sea C; la caracteristica de S y supongamos que S es una RR. Tenemos,

CR<x1, ,x,,,y) = Cs<x1, e Xny Y, (CR)#<x1, e X, y))

Ya que la funcién Cs es una FR, la proposicion anterior nos garantiza que Cy también
es una FR y por tanto R es una RR. i

Para ver un ejemplo, recordemos que bajo la suposicion de que u < y,

|:( Cr )#<x1, T y>:|u = CR<x1, cee 3 X, u)

por lo que
R(xl, cee 5 Xn, u) Syss CR<x1, T u) =0

Syss |:( Cr >#<x1, ,xn,y>:|u =0

Asi, a la hora de probar que TERM es una RR, podemos hacerlo por curso de
valores, de la siguiente manera: En vez de escribir,

TERM(x) syss VAR(x)V (x =221©) vy
V B TERMG) A (& = 2990 % pp(y) |
vV ElyquIzw[TERM(y) A TERM(z) A (x = 28109 % ppc(y,z)):|
v ElyquIZZq[TERM(y) A TERM(z) A (x = 2810 % ppc(y,z)):|

escribimos asi,
TERM(x) syss VAR(x)V (x = 281C0)y

\ 3yy<X|:|:( Crerm >#(x):|y =0 A (x=285m *pp(y)):|

\ Elyy<xEIZz<x|:|:( Crerm >#(x):|y =0 A |:( Crerm )#(x)l =0 A :|

Y ayyqazm[[( Crmm >#(x):|y —0 A J

En forma similar ocurre en la prueba de que FORM es una RR. Basta, paray < xy
para z < y, quitar FORM(y) y FORM(z) y poner en su lugar [( Crorm ) (x):| =0y
# y

[( Crorm )#(x)J = 0 respectivamente.

z
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