Logica Matematica Il

p de Godel

En esta seccidon construiremos el enunciado de Godel el cual es un indecidible
para nuestra axiomatizacion de la Aritmética, 4P. Empezamos con la autoreferencia,
o mejor dicho, con la “diagonalizacion”.

31. nml : N — N. nml(k) nos proporcional el numero de secuencia del numeral del
natural k, se decir: nml(k) = g (k). Esta es recursiva, pues:
nml(0) = 2&1)
nml(k+1) = 22109 x pp(nmli(k))

Definicién;. Dada una formula a, /a Diagonalizacion de a en la variable vi, es la
férmula que se obtiene al sustituir todas las ocurrencias libres de v, en a, por el
numeral del numero de secuencia de a. Asi, si g2(a) = m, entonces la diagonalizacién
deaenviesa(vi/m).

32. diag : N> — N. Sim es el niUmero de secuencia de una férmula, digamos «,
entonces diag(m, k) nos da el numero de secuencia de la diagonalizacion de

a en vi. Es recursiva, pues:

diag(m, k) = sst(m, k, nml(m))

33. PR c N’. Es la relacion definida como sigue, PR(n, m, k) syss n es el numero

de gddel de una sucesion de formulas, g3, la cual es una prueba, en el
sistema AP, de la diagonalizacion de la formula con numero de secuencia m,
en la variable v,. Esta es recursiva, pues:

PR(n, m, k) Syss PRU(n, diag(m, k))

Tenemos que PR < N° y es recursiva, por tanto, es expresable en AP por una
férmula con exactamente tres variables libres, digamos apx (vo, Vi, VQ>. Asi, si

n,m,k € N, entonces:

Ry SiPR(n, m, k), entonces AP + apr(vo /T, vi /T, v2/ k), O
R: Si—PR(n, m, k), entonces AP + —apr(vo /7, vi /M, v2/ k).

Consideremos ahora la siguiente férmula, con v; como la unica variable libre:
B(vi) = Vvo —apr <V0, Vi, V2 /T)
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Ahora tomemos la digonalizacion de B(v;) en v; : Sea g el numero de secuencia
de B(vi) es decir, g = g2(B(v1)) y obtenemos el enunciado:

ﬂ(w /g) = Yvo =apr <V0, Vi /g, 1% /T)

Llamado “La p de Gédel”. Que bajo la interpretacion candnica (en N) dice:

9 neN, —|PR<n, g, 1>

Ve’ n e N, —.PRU(n, diag(g, 1))

La cual dice: “ diag(g,1) ” es indemostrable, en 4P . Pero,

diag(g, 1) = g2<ﬁ<v1 /§>>. Asi,

“B(vi /%) esindemostrable en 4P

Resumiendo,

ﬂ(vl /g) dice, bajo nuestra particular interpretacion, “soy indemostrable, en 4P”

Efectivamente ,B(vl /g) no se puede demostrar en AP y no solo eso, tampoco se
puede refutar, es decir su negacion, ﬁﬁ(vl /g), también es indemostrable en AP. Es
pues, un enunciado indecidible para 4P. Todo bajo la suposicion de “cierta”

consistencia de AP. Esto es el Primer Teorema de Incompletud de Godel (1931).
Lo probaremos en dos oportunidades.

Proposiciony. (Parte I).
Si AP es consistente, entonces AP v B(vi/ g).
Prueba: Se hara por contrapositiva.
Supongamos pues, que AP + ﬂ(m /g). Asi, hay ai,...,ar € FRM 4p, que forman
una demostracion de ax = B(vi/g ), en el sistema AP. Sea ny = gs3(a1,...,ax), por
tanto:

PRU(no, 2 (ﬁ(vl /§>>>
pero, ya que g;(B(v1/Z)) = diag(g, 1), tenemos:
PRU(no, diag(g, 1))
por lo tanto:

PR(no, g, 1)
Ahora bien, como apr expresa a PR en AP, por R;, tenemos:
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AP + apR<v0 /g, vi1g, va2 /T)

que, por la regla 3, tenemos:
AP + ElvoapR<vo, vilg, v /T)

es decir,

AP + —VYvy—apg (vo, vi/g, va /T)
que no es otra cosa que,

AP+ —=B(vi/g)
Y asi, AP es inconsistente. i

Corolario. Si AP es Consistente, entonces hay enunciados verdaderos, en la
aritmética
—en (N,+,-5,0) — que no son demostrables, es decir AP es Incompleta
Semanticamente.

Para la siguiente parte necesitamos introducir una nueva nocion.

Definicién,. El sistema axiomatico AP es w—Consistente syss para cualquier
férmula ¢(x), se tiene que:
Siparacadan € N, AP + ¢(x/ 7 ), entonces AP t+ —Vx p( x )

Observaciones.
a). Son equivalentes:
1. AP es w—Consistente.

2. Siparacadan e N, AP + ¢(x/7 ), entonces AP v 3x —¢(x). Esto, para
cualquier férmula ¢(x).

3. 4P - —Vx¢(x ), entonces hay unn e N, AP »+ ¢(x /7). Esto, para
cualquier férmula ¢(x).
b). AP es w—Inconsistente syss hay una férmula ¢(x) tal, que
Paracadan e N, AP+ ¢(x/7) y AP+ 3x—p(x)

Proposicion. Si AP es w—consistente, entonces 4P es consistente.
Prueba: Es inmediata por contrapositiva. T

Proposiciony. (Parte Il).
Si AP es w—consistente, entonces AP v+ —B(vi/ g).

Prueba: La prueba es directa. Supongamos pues, que 4P es w—consistente. Asi AP
es consistente y por la primera parte, tenemos que AP + ﬂ(m /g). Con esto
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tenemos que:
—PR(n, g, 1), para todo natural n

Y puesto que apr Expresa a la relacion PR en AP, por R,, tenemos que:

para cada natural n, AP + —apr(vo/ 7, vi /g, v2/ T)
Ahora, si consideramos la formula ¢(v¢) = —apr <vo, vilg, v /T) y aplicamos la
w—consistencia de 4P, obtenemos: AP i+ —/vo —apr(vo, vi /g, v2/ T), es decir:

AP v —|ﬂ<V1 /g) T
Podemos ahora enunciar el,

Primer Teorema de Incompletud de Godel (1931).

I. Si AP es consistente, entonces AP i+ B(vi/g).
ll: SiAP es w—Consistente, entonces AP 1+ —f(vi1/g).

Por lo que, si AP es w—Consistente, entonces AP tiene un indecidible, a saber
B(vi/7g), y por tanto Incompleta -Sintacticamente.
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