Logica Matematica Il

Teorema de Godel-Rosser
(Generalizado)

En 1936, Berkley Rosser modifico la construccion de Godel y obtuvo un enunciado
indecidible -para la Aritmética- en el cual solamente se exige la consistencia simple -y
no la w—consistencia- de 4P. Veamos un tratamiento mas general de su prueba.

En lo que sigue consideremos un tipo de semejanza p tal que:
p2Afi.fo fiicoy Yy | p| =R
Observacion: Si | p | < Ny, entonces | £, | = No y podemos construir una
gL, {2n+l / neZ+}
de tal suerte que dado un numero impar sabemos perfectamente de quien es imagen.

Y por tanto tener toda la numeracion de Gdodel, a saber g; y g3.

Definicion;. Sea I = £Y. Diremos que T es Recursivamente Axiomatizable syss
hayunT < £0tal, queI'" = T"y {gz(O') /| o€ F} = AxT es un conjunto (una
Relacion) Recursivo(a) (Primitivo(a)).

Observacion: Si T es Recursivamente Axiomatizable, entonces son Relaciones
Recursivas (Primitivas):

30. PRU(n,m)y
33. PR(n, m, k) (SySS PRU(n, diag(m, k)) )

Proposicion. (Teorema de Godel-Rosser)
Sea T < £ tal que:

1. T es Recursivamente Axiomatizable,
2. Toda Relacion (Funcién) Recusiva es Expresable (Representable) en T.

3. i). Para toda p—férmula con exactamente una variable libre, digamos
@(x) ytodo k € N, se tiene:

Tro(x/0)& ... &o(x/k) - Vx(x<k — o))
ii). Para todo k € N, se tiene:
Tl—Vx(xS? \V; ffx)
Asi, si T es Consistente, entonces T tiene un Indecidible y por tanto es Incompleta.

Lo primero que hay que observar es que nuestro sistema 4P, cumple con lo
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requerido y lo segundo, es que la relacion PR es Expresable en cualquier 7T que
cumpla con lo dispuesto y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que lo
Expresa la formula apz (vo, vi, v2).

Prueba: Consideremos la siguiente relacion:

34. Sea PRN < N? definida como sigue: PRN(n, m, k) syss n es el numero de

goOdel de una sucesion finita de férmulas, la cual es una prueba, en 7, de la
negacion de la diagonalizacién de la formula con numero de secuencia m, en
la variable v;. Esta es recursiva, pues:

PRN(n, m, k) Syss PRU(n, neg(diag(m, k)))

Por tanto, es representable en el sistema T, digamos por la p—férmula
(XPRN<V(), Vi, vz>. Ahora consideremos la siguiente p—férmula con v, como unica

variable libre:
y(vi) = VV()[(ZPR(V(), Vi, V2 /T) N —|Vv1(v; <vy — —|apRN<v0 /vy, Vi, V2 /T>>:|

donde v, es la primera variable que no ocurre ni en apg ni en apgy.

Ahora tomemos la digonalizacion de y(vi) en v, : Sea r el nUmero de secuencia
de y(v1), es decir, r = g2(y(v1)) y obtenemos el enunciado:

y(vl /7) = VVO[GPR<V0, vi/l T, vz/T> — Hvl(w <vy & apRN<vo/v;, vil T, vy /T))J

Llamado “El enunciado de Rosser”. (;,Qué dice?)

Las siguientes observaciones nos seran utiles mas adelante: Para un n € N,

(0,) PR(n, r, 1) syss n es el nimero de gédel de una prueba, en 7, de y(vi / 7).

(02> PRN(n, r, 1) syss n es el numero de godel de una prueba, en 7, de
—|j/<V1 /7)

Af,. Si T es consistente, entonces T v y (v / 7).
Af,. Si T es consistente, entonces Tt —y (v / 7).

Prueba de Af,: TAREA.
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Prueba de Af,: (Por reduccion a lo absurdo). Supongamos pues, que T es
consistente y con la intension de llegar a una contradiccion, supongamos:

T+ —|y<v1 /7) ................................................... ()

Asi, hay un k£ € N, que corresponde a la prueba, en T, de —|y<v1 /7). De (0»)
tenemos que PRN(k, r, 1) y por la expresabilidad de PRN en T, tenemos que:

T aprv(vo/ K, vi/ T, v2/ T) e, (* %)
De esto podemos obtener,
THE <vo— aw(w <vo & arev(vo/vi vi /T, v /T)) .............. (%)
pues:

A S V0t Hip

2. aprv(Vo/ K, Vi T, 2l T ) e, (% %)

3.%SV(}&aPRN<V0/%,V1/7,V2/T> ......................................... del1y?2

4. Hvl(w <vy & apRN<vo /v, vil T, va /T)) ................................ Regla 3

Con esto tenemos: TU {k <wvo} + Hvl(w <vo & aprv(vo/vi, vi /T, v /T)). Y

usando el metateorema de la deducion, obtenemos lo que queriamos.

Por otro lado, puesto que T es consistente y de (x), tenemos que:
Tw y(vl /7)
Asi, por (O,), tenemos que para cadan € N, =PR(n, r, 1). De estoy la

representabilidad de PR en T, tenemos que: para todo n € N,
T+ —opr (vo /T, vil T, va /T). En particular para los primeros k + 1 naturales y por

tanto:
T+ —|OCPR<V0/U, vi /7, Vz/T) & ... & —|(1pR<V0/%, /7, Vz/T)

Y puesto que T cumple con la propiedad 3.i), usando Modus Ponens y después el
Axioma de Particularizacion (AL4), obtenemos:

T+ vy S%—>—|O{PR<V0, v /7, v2/T> ........................... (k)

Ahora bien, T cumple con la propiedad 3.ii) y si ésta la particularizamos,
obtenemos:

T+ <v05%>\/<%SVo>
De esto, (%) y (%% ) obtenemos:
T+ —|(ZPR<V0, vil T, v /T) V E|V1(V1 <vy & O!PRN<V0 /v, vil 7, va /T))

Finalmente, usando generalizacién y algunas convenciones:
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T+ VV()[O!PR(V(), vil 7T, v /T) — Elvl(vz <vy & (XPRN<V0 /v, vil 7, va /T>>:|

es decir, T + y(vl /7), lo cual contradice la consistencia de T. i

Corolario. El Teorema de Gddel-Rosser es cierto para la Aritmética de Peano,
AP.
Si AP es Consistente, entonces es Incompleta.

Corolario. Si T es una extension recursiva de AP, entonces es valido el Teorema
de Gddel-Rosser para T. Explicitamente:
Seal c £ tal que,

i) T"24P. Y
ii). {gz(G) /| o€ F} es un conjunto Recursivo (Primitivo),

Asi, si I" es consistente, entonces I es incompleto.

Solo recordamos que hay una peticion inicial al Lenguaje Formal; se considera un
tipo de semejanza p tal que:

pg{ffsof‘*'of'oco}y|‘£13|:x0
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