Légica Matematica |

LOGICA de los CONECTIVOS
(LOGICA PROPOSICIONAL)

Sea p = (U Pn> U (U ]-"n> U C un tipo de semejanza.

nezZ* neZ*

Tenemos un resultado, que es intuitivamente cierto, sin embargo hay que
establecerlo y habria que probarlo, aqui solamente lo enunciamos.

Proposicién,. (Metateorema de Lectura Unica para FRM,).

Una p—expresion €, € € EXP,, es una p—férmula, € € FRM, syss una y solo una
de las siguientes condiciones se da:

1. Hay unicos 71,7, € TRM,, tales que () =~ 72) = €, 0

2. Hay unicos P € Phy 71,72,...,7n € TRM,, tales que € = P(z,72,...,Tn),

0
3. Hay unicos ¢ € FRM,, tal que € = (—a), 0
4. Hay unicos a,f € FRM,, tales que € = (¢ & f3), 0
5. Hay unicos a, € FRM,, talesque € = (a V f8), 0
6. Hay unicos o, € FRM,, talesque € = (a — f8), 0
7. Hay unicos o, € FRM,, talesque € = (a < f8), 0
8. Hay unicos @ € FRM, y n € N, tales que € = (Vvna), O
9. Hay unicos @ € FRM, y n € N, tales que € = (3vaa).

Definiciéon;. Una p—expresion € es un Bloque syss es una p—férmula atémica o es
una p—férmula universal o existencial; es decir, si € tiene alguna de siguientes formas:

a)e = (1) =~ 12), donde 7,7, son p—términos, o

b)e = P(z1,...,7n), donde P € Py y 74,...,7n SON p—términos, o

c) e = (Vvyp), donde n € Ny B es una p—formula, o

d) e = (3v,B), donde n € Ny B es una p—férmula.

Ejemplos: ...
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Notacion:
1) B, = {e € EXP, / €esun bloque}

2) Usaremos las letras mayusculas A,B,C, ... como metavariables para bloques.
Algunas veces las (mal) llamaremos Letras Proposicionales.

Definicion, Recursiva del conjunto de B ,—Formulas, ®(B,).
®(B,) es el =—menor conjunto de p—expresiones que contiene a los bloques y es
cerrado bajo conectivos; es decir, cumple con:

9 L B, < ®B,) < EXP,
Il. Sie, €,,€ ®(B,), entonces

(—€1), (1 & €2), (B1V€2), (B1 — €2), (&1 « €2) € D(B,)
-+) SiE < EXP, y cumple con l y Il, entonces ®(B,) < E.

También aqui hay un principio de lectura unico.

Proposiciény. (Metateorema de Lectura Unica para ®(B),)).
Sea e € EXP,. Asi, e € ®(B,) syss

i) es A para un unicoA € B,, o
ii) €= (—p) para un unico f € ®(B,), o
iii) €= (B & y) paraunicosf, y € ®(B,), o
iv) €= (BVy) paraunicosf, y € ®(B,), 0
V) €= (B — y) paraunicos 5, y € ®(B,), o
vi) € = (f < y) paraunicos f3, y € ®(B,)
y solamente uno de los casos se da.

La prueba de la siguiente afirmacion es inmediata de los principios de lectura.

Proposicion;. ®(B,) = FRM,,.
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Debido a la forma en que definimos a ®(B,), se tiene el

Principio de Induccién
sobre la Formacion de B ,—Formulas

Sea g una propiedad que compete a las p—expresiones.
Si I) p(A)paratodaAe B, Y
) Sia,p e ®B,)sontales que p(a)y @(B) entonces

pa), pla & p), pavp), pla—p), pla—p)
entonces paratodaa € ®(B,), se tiene que p(a).

Vamos ahora a dar las nociones basicas para tener lo que se llaman Tablas de
Verdad.

Definicién;. Diremos que v es una Asignacion de Valores de Verdad a B,, o, en
breve, una B ,—Asignacion syss

v:B, — {0, 1}

Notacion. 52 = {v / vesuna IB%p—asignacic')n}.

Proposicion,. Para cada v € Br2, hay una Unica v* tal que:
v OB, — {0, 1}

) v*(A) =v(A), paratodaA e B,

) Sia,pe ®B,), entonces
a) vi(—a) = 1-v*(a)
b) v*(e & B) = min {v*(a), v*(ﬁ)}
c) vi(aVp) = max {v*(a), v*(ﬁ)}
d) v(a — B) = max {1 —-v(a), v*(ﬁ)}
e) v¥(a < ) = min {v*(a — B), v:(B — a)}

Prueba: PENDIENTE. i

Observacion: Debido a que v es funcién y solo toma el valor de 0 o de 1, tenemos:
v¥(a)=0 syss v*a) =1

0, equivalentemente,
v¥(a) =1 Syss v¥(a) # 0
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Sia € ®(B,)yv e ®2,entonces v*(a) € {0, 1}y se llamara el valor de verdad
gue toma a bajo v.
Proposicion;. Sia, € ®B,)yv € B2, entonces
a) vi(—a) =1 syss v*(a)=0
b) v(a & B)=1 syss v*(a)=1=v*(p)
c) vi(aVvp)=0 syss v*(a)=0=v*(p)
d va— p)=0 syss v¥a)=1y v¥(pB)=0
e) vi(a = B)=1 syss vi(a)=v*(p)
Prueba: Ejercicio. i
Definiciéons. Seaa € ®(B,),
a) a es una Tautologia syss paratoda v € B2, v*(a) = 1
b) «a es una Contradiccion syss paratodav e B2 v*(a) =0

c) a es Contingente syss a no es ni tautologia, ni contradiccion

Nota. A las contingentes también se les conoce con los nombres de Eventuales o
Circunstanciales.

Notacion:
T, = {a € ®(B,) / aesuna tautologia}
C, = {a € ®(B,) / aesuna contradiccic’)n}

Asi, d(B,) \ (7, UC,) es el conjunto de las contingentes.

Proposicion,. Sea a € ®(B,). Asi,
a) a7, syss (—a)eC,
b) ae(C, syss (—a)e 7,
Prueba: Ejercicio. T
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Ejemplos:
. B, c [CD(IBBP) \ (7, U Cp)} (Los bloques son contingentes)

=Y

2. o =vo) e [By 0 UV, ]

3. Bvo(—(vo = o)) € [ B, N UF, |

4. o=v) e [B, \ (W, uuF,)]

5. (~(vo = Vo)) — (~(vo = Vo)) € [ (©(B,)\B,) n T, |

6. (Vo= Vi) — (Vi = Vo)) e [(@(Bp) \ Bp) N (Wp \ Tp)}

7. (Vo= Vi) & (Vi = V) € [(@(Bp) \ Bp) \ (uvp U UFP)]
8. (Vo = vi) = (~(vi =vo)) [ (2(B,) \ B,) n (UF, \ )]

9. (Vo = V1) & (=(Vo = V1)) € [(@(Bp) \ Bp) n cp}
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Veamos que toda tautologia es una universalmente verdadera. Necesitamos el
siguiente,

Lemas. Para cada p—estructura 2 y cada A—asignacion s hay una
B ,—asignacionvs s tal, que para toda a € ®(B,) se tiene,
Vis(a) = 18ySS A = aS] .ovccvvviiiiiieiiiiiiiieeee, *(a)

Prueba. Sean 2 € V, y s € “A. Definimos vgs : B, — {0,1} como sigue:
1 si A= A[s]
SiAe B, Vvas(A) = 0
0 si A E Als]

Veamos que la correspondiente v s cumple con lo exigido y esto lo haremos por
induccion sobre la formacién de formulas:

I) Sea A € B,. Probemos que *(A).
<::| Supongamos que 2 = A[s]. De las definicidnes de vis y vas , tenemos que
Vis(A) = Vas(A) = 1
:} Si 2 & A[s], tenemos que Vi (A) = vas(A) = 0y por la Observacion,
Vos(A) = 1.

Il) Sean o, € ®(B,) y supongamos inductivamente que *(a) y *(B).

a) Vis(—a) =1 syss vis(a) =0 3.a)
syss Vis(a) = 1 Observacion
syss A r a[s] *(a) (HI)
syss 2 E —als] Tarski
b) Vis(a — B) =1 syss vis(a) =00Vys(B) =1 3.d)
syss Vjs(a) #1ovys(B) =1 Observacion
syss A w a[s]oA = B[s] *(a) y *(B) (HI)
syss 2 = (¢ — B)[s] Tarski
Dejamos al lector los otros tres casos. Con lo que concluimos que para toda
a € O(B,), setiene *(a). T

Proposiciong.
a) 7, Uy,
b) C, <« UF,
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Prueba. La no igualdad entre estos conjuntos quedé establecida con los ejemplos
dados anteriormente.

a) Procederemos por contrapositiva. Supongamos pues que, a € ®(B,) \ UV,.
Asi, hay una 2, € V, yunas, € “Atal, que 2, ¥ a[So]. Por el lema anterior hay una
B ,—asignacionvy,s, tal, que

Vs, (@) = 1 8yss o = als]
Como es el caso que 2 ¥ a[S¢], tenemos que v, (a) = 1 y portanto a ¢ 7.

b) Sia € C,, entonces (—a) € 7,y por el a) tenemos, (—a) € UV, y de aqui que
a € UF,. i)

Es claro que no toda universalmente valida es una tautologia pero, ¢,bajo qué
condiciones se podria garantizar que si lo fuera? La respuesta la encontramos bajo la
suposicion de que en la férmula no aparezca el simbolo de igualdad ni tampoco un
cuantificador.

Lema,. Para cada B ,—asignacionv, hay una p—estructura 2, y una A,—asignacion
sy tales que, para toda a € ®(B,), en la cual no aparecen los simbolos de igualdad
(=) nilos cuntificadores (v, 3), se tiene

Ay = a[Sy] syss v¥(a) =1

Prueba: Sea v una B ,—asignacion.

Definimos una p—estructura 2l, como sigue,
a). 2| = TRM, = A,.
b). Si P € Py, sea P% = {(al,...,an> e A / v(P(ai,...,an)) = 1}.
c). Sif € F,, entonces f* : A} — A, esta dada como sigue

Siaij,...,an € Ay, (ay,...,an) = f(ai,...,an)

d). Sic e C, seac? =c.

También definimos sy, una A,—asignacion, como sy = (vy,vi,Vva,... ); €s decir,

SV . VAR - AV
VieN, sy(vi)=vj

Af. Para cualquier p—término z, se tiene:
tH[sy] =1
Esto lo podemos ver por induccion sobre la formacion de términos.
i) vi¥[sv] = su(i) = viy c™[sy] = c.
ii). Sif e Fhyry,...,7q SON p—términos, tenemos:
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f(z1,...,t0) ™ [sv] = f@EM[sv],...,72[s0]) def. de interpretacién
= f(ry,...,7n) HI
= f(zr1,...,7n) def. de f.

Pasemos ahora a la prueba del Lema. Lo que tenemos que probar es que:
Para toda a € ®(B,), en la cual no aparecen los simbolos =, V,3, se tiene que

Av E a[Sy] SYSS V¥ () =1 oo **(ar)

Y esto lo haremos por induccion sobre la formacion de férmulas.
I} Sea a una féormula atémica, en la cual no aparece el simbolo ~. Asi

a = P(zy,...,7n), donde P € Pny 71,...,Tnh SON p—términos.
Ay = P(r1,...,70)[5v] syss (ti[sv],...,72[s,]) € P Tarski
syss (r1,...,Tn) € P Af.
syss V(P(zi,...,7n)) =1 def. de P
syss V*(P(zri,...,7n)) =1 P(z1,...,7n) € B,y

Vi B, =v
II} Sean By y formulas en las cuales no aparecen los simbolos =,V,3 y que

cumplen inductivamente con **(f) y **(y). Asi,

Ay = —p[sv] syss A, # B[Sv] Tarski
syss vi(p) + 1 *(B)
syss v*(—pf) =1 prop. de v*
Av = (B & y)[sv] syss Ay = B[sv] Y Av = y[sv] Tarski
syss vi(B) =1yvi(y) =1 By ()
syss v¥(f&vy)=1 prop. de v*
en forma similar se prueba para los conectivos V,— y <. T

Proposicidng. Sea a una formula en la cual no aparecen los simbolos ~, V, 3.
Asi,
Si a es una Universalmente Verdadera, entonces « es una Tautologia.

Prueba: Lo haremos por contrapositiva. Supongamos pues que « no es una
tautologia. Por lo que hay una B ,—asignacion, digamos v, tal que vo(a) # 1. Por el
Lema anterior hay una estructura 2, y una A,,—asignacion s,, tales que

QlVo ¥ a[SVo]
y por tanto ¢ no es una formula universalmente verdadera. i
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