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Introduccion

~ En 1995 tuve la ocasién de publicar, en colaboracién con Jaime
Oscar Falcén, un ensayo cuyo tema central era la necesidad de la de-
mostracién en mateméticas'. A fin de evidenciar este hecho decidimos
acudir a un hito conceptual en la historia de las matematicas: al des-
cubrimiento de la irracionalidad de +/2 . Para ello, recorrimos el mismo
camino que, al parecer, siguieron los pitagéricos hasta alcanzar el pun-
to en que la evidencia visual no tuvo ningtin poder, no pudo producir
nada. El caso no se eligié al azar: se trata de la primera demostracion
matemiética en el sentido pleno de la palabra. Paralelamente, explo-
ramos el recurso a la evidencia sensible como fuente del conocimiento
en matemadaticas. Tras fijar limites a lo que se puede lograr por este
camino, y asegurar con ello la necesidad de la demostracién, el ensayo
concluye con un anilisis del lugar que ocupan los principios légicos de
no contradiccién y del tercero excluido en la aceptacién de la verdad de
aquello que se demuestra. El propdsito de este trabajo es extender, en
una de sus direcciones, la tarea iniciada en aquella ocasién. En particu-
lar, busca valorar el papel de la evidencia sensible en la construccién del
conocimiento matemético, examinar el cardcter de las pruebas visuales
y explorar los nexos, un tanto problemadticos, entre la tendencia visual
y la tendencia deductiva en la matemaética. Dada la relevancia de las
ideas contenidas en el trabajo con Falcén, en la primera parte de este
ensayo recapitulainos algunas de ellas.

1F] titulo del ensayo es “To Show and to Prove” (Mostrar y demostrar). Véase
{Falcén y Torres, 1995).
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Pruebas visuales

En cierta ocasién Juan José Rivaud presenté el siguiente mosaicc
al referirse al origen de la demostracién pitagérica del teorema de l-
suma de los dngukys de un tridngulo. Una mirada atenta a la figur -
serd suficiente parz descubrir un interesante patrén geométrico:
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Figura 1.

El mosaico se epmpone de miiltiples copias de un mismo triangulo.
En cada vértice, cada #ngulo del tridngulo concurre dos veces, una
como parte del tridngulo de color y otra como parte del tridngulo en
blanco. Si denotamos los dngulos con letras, el teorema de la suma de
los dngulos se hace atin mas evidente:

Figura 2.

Tenemos: 2(a + 4 + v) = 360°. Por tanto, a + 3 + v = 180°. L.
sorprendente, come lo advierte Rivaud, es que la demostracion atribuil-
da a los pitagéricos resulta de eliminar en la figura anterior alguno:-
elementos innecesarios®:

2Véase (Heat, 1963, pp. 93-94). La idea es que la demostracién tiene como bas:
la observacién directa de figuras, aunque en ella sélo se retiene lo esencial, quedandc
con ello oculto su origen. La demostraciéon pitagdrica pone un mayor énfasis en la
argumentacion légica.
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Figura 3.

Lo anterior proyecta alguna luz sobre la naturaleza del conocimiento
matematico. Lo que tenemos en la Figura 1 no es en si una configu-
racién geométrica. Un mosaico es un mosaico, no una proposicion ni la
prueba de una proposicién. Para convertir el mosaico (o lo que hay en
él) en un objeto matemaético se requiere de la participacién activa del
observador (o si se quiere, de la mente). Es él quien lo convierte en una
configuracién geométrica; es él quien advierte las relaciones existentes
entre los distintos elementos de la configuracién; es él quien aplica las
nociones de punto, linea, dngulo, tridngulo, paralelismo, etc. a lo que
le es dado en la intuicién. La prueba visual reclama ademads clertos
experimentos mentales, como los requeridos en nuestro ejemplo para
confirmar que se trata de miltiples copias de un mismo tridngulo. Es
entonces que la figura adquiere el caracter de una proposicién.

Es indiscutible que la evidencia intuitiva no es una recepcion pasiva
de datos. Es mas bien una elaboracién mental, un modo activo de mirar
hacia las figuras. Es un hecho que los atributos aprehendidos a través
de la evidencia intuitiva los consideramos como residentes en el objeto.
Por ejemplo, un enunciado aritmético como 1+3+5+-- +(2n—1) = n?
sefiala una relacién entre objetos, en este caso configuraciones espaciales
de puntos, como a continuaciéon se muestra:

¢ % ¢ 0
40000
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Figura 4.

En este caso tenemos un juego que conducimos mediante experimen-
tos mentales con ciertas configuraciones. En él, la naturaleza especifica
de los arreglos no importa mucho; lo principal son los patrones gue
podemos formar. Su fuerza radica en la claridad con que los hechos se
manifiestan, en lo que de golpe se muestra. Hay ahi una verdad objetiva,
independiente del sujeto. No se trata de una afirmacién metafisica, sino
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la constatacion del modo en que se lleva a cabo la practica matemaética.
Cual si fuéramos matemaéticos griegos, seguimos extrayendo la verdad
de las figuras. Esto es lo que hemos querido significar al decir que “la
figura adquiere el caricter de una proposicién”. Es tarea de la episte-
mologia de las matemdticas explicar esta nocién de evidencia.

Mostrar y demostrar

Desde siempre, la observacién y la evidencia han sido fuentes pri-
marias del conocimiento matemético. En la geometria son multiples los
casos en los que la “verdad” se descubre por medio de la inspeccién
directa de figuras, a través de la evidencia de los sentidos. Veamos,
por ejemplo, el teorema de Pitdgoras (el cual. por cierto, se especula
que asi fue descubierto):

Mosaico Arabe

La siguiente es una prueba visual del teorema:
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Leonardo da Vinci (1452-1519)

Un juego muy frecuente en matemaéticas, ya puesta en practica en
el ejemplo de Rivaud, consiste en combinar la escritura con la visuali-
zacién, es decir, en “escribir” lo que se ve. Para ello se utilizan nimeros
v letras en relacién a las figuras:

b a

Figura 5 Figurab

Escribamos lo que se muestra en estas figuras:

Figura 5 a*+b* = (a+b)2—4%b Figura 6 ¢ = (a+b)*~4

ab
2
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La conclusién es simple: a2+b2? = ¢?. Esta prueba visual del teorema
de Pitdgoras supone que al mover los tridngulos dentro del cuadrado
de lado a + b éstos no se alteran, que las propiedades geométricas de
los cuerpos rigidos son las mismas en cualquier lugar.

El teorema de Pitdgoras expresa una propiedad de los tridngulos
en términos de numeros. Dice: cuando un tridngulo cs rectdngulo. lus
longitudes de sus lados cumplen la igualdad a? + b = 2. Esto llevd al
descubrimiento de que todas la ternas de nimeros (a, b, ¢) que cumplen
tal relacién son los lados de un tridangulo rectangulo. Con ello apare-
cié un nuevo problema: el de hallar ternas pitagoricas®. Como veremos,
este problema se puede resolver con base en ciertos conocimientos que
podemos adquirir observando configuraciones que representan Nnumeros,
un artificio muy comun entre los griegos.

Un nimero figurado es un niunero que se puede representar en for-
ma geométrica por medio de un arreglo de puntos. La nocién queda
expuesta en las siguientes figuras:

Nimeros pares?®.

. > o ¢ o0 s o0 @ s o 0 s

. *e® I ¢ o0 @ o o 0 o0

2 4 6 8 10

Niimeros impares

@ o s 0 0 e o o o e o 0 o0 o
¢ e @ s o e s 06 e e 9 o0 ¢ 00 s e
1 3 £ 7 9 11

Ntumeros triangulares
L J
L ] * &
* * @ - & &
L J * » * * 9 * ®» & ®» 00 -
L 4 - & e & o 2 & & @ * * * & @
> @ . & & $ & & @ * ®© & *+ @ * & & * » &
1 3 6 10 1% bd, = BEEwR

3Una terna de nimeros a, b, ¢ se dice que es pitagérica cuando a? + b% = 2.

i T e it a
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Numeros cuadrados

* & & o 0 @

> o 0 o0 * o o & 0

L 3 B B ) * o & & @ ® & & &0 0

* @ @ ¢ o e P o o o 0 ¢ * & o ¢ 9

. O ¢ & @ > o o0 * o o 00 * S & @ ¢ 9

. * @ * o0 [ B I A ¢ o o 90 * & & & & &
i 4 9 16 2% 36

Muchas propiedades de los niimeros saltan a la vista en esta repre-
sentacién. Veamos:

e o0 000
¢ oo o0 RN EN
oo o0 ¢ e 0 00 ®o oo oo e
* o0 ¢ e o0 o0 00 EEEEER
. * e t e o0 oo e oo s o e 00
.0 s 00 o e o0 o e o oo * 0o 0 0
1 4 9 16 28 36 -

El cuadrado de un ntumero par es par; el de un nimero impar es
impar (los cuadrados son como sus raices, pares o impares).

. .l.I. .
sjeiee s elejoje
sioe *elieje e eleie
¢le * ole ‘e oo " e e oJo
¢ e v e e e e e e e & e
0P g BT 43 AE  PPe ) AIEELT  FE] e ST

Todo ntimero cuadrado es la suma de los nimeros impares menores
que el doble de su lado. Los cuadrados crecen como los immpares:

P =1434+54+---4+2n—1):(n+1)>’=1+3+5+---+(2n+1).
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La diferencia entre dos cuadrados consecutivos es un nimero impar:

(n+1)2—n*=2n+1, obien, (n+1)*= n®+2n+1.

La formula anterior enuncia uina relacién entre los numeros cuadra-
dos y los nones. dicetodo impar es la diferencia de dos cuadrados con-
secutivos. Escribamos esta relacién en una tabla.

Enteros: 1 2 3 4 5 6 7 8
Cuadrados:| 1 4 9 16 25 36 49 64
Impares: 3 5 7 @ 11 13 15 17
9 10 11 12 13 14 15 16
81 100 121 144 169 196 225 256
19 2l 23 125 | 27 29 31 33
17 18 19 20 21 22 23 24
289 324 361 400 441 484 529 576
35 37 39 41 43 45 47
25 26 L7 -
625 676 729 ...
{49 | 51 53

Cada numero impar es la diferencia de los cuadrados arriba de €l
Para encontrar dos cuadrados cuya suma es un cuadrado basta con
tomar del dltimo renglén de la tabla aquellos nones que también son
cuadrados. Asi, por simple inspeccién, podemos hallar ndmeros enteros
que sean los lados de un tridngulo rectangulo. Por ejemplo, como 25 =
52, el tridngulo de lados 5, 12, 13 es rectdngulo; y como 49 = 72, el
tridngulo de lados 7, 24, 25 también lo es. La regla es: cada numero
cuadrado e impar determina, junto con los cuadrados arriba de él, un
triangulo rectdngulo de lados enteros®. El método, claro estd, se apoya
decididamente en un procedimiento visual.

5Conociendo esta regla fue algo natural que los antiguos griegos buscaran una
férmula que permitiera encontrar las ternas de nimeros que determina. La férmula
esia=3(m? -1} ,b=m?yc= %(m2 + 1}, con m un numero impar.
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Lo que no existe no se puede mostrar

Un caso particular del problema que nos ocupa es el siguiente: hallar
nimeros enteros que sean los lados de un tridngulo rectangulo isdsceles
(el que tiene dos lados iguales). Una vez en posesion del teorema de
Pitagoras es natural considerar el problema a la luz de las relaciones
numéricas que implica. Veamos:

Segtin el Teorema de Pit4goras, las longitudes de los lados del trian-
gulo deberén satisfacer la relacién numérica a? 4+ a? = 2, o bien,

2a% = c?.

La relacién es muy simple: el cuadrado de ¢ es el doble del cuadrado
de a; a® y c? son dos cuadrados tales que el segundo es el doble del
primero. El problema aritmético que se plantea es igualmente simple:
encontrar un numero cuadrado que sea el doble de otro cuadrado®.

Para acometer esta dificultad podemos recurrir a un procedimiento
que ya probé su eficacia: enumerar en tres renglones los niimeros im-
plicados —en este caso los enteros, sus cuadrados y los dobles de sus
cuadrados— y buscar en el tercero de ellos aquellos que sean cuadrados.

Enteros: 1( 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Cuadrados:| 1| 4 | 9 16 | 25 [ 36 [49 | 64 | 81 [100 | 121 144 | 169
Impares: 2l 8 ] 18 | 32 | 50 | 72 | 98 [128] 162 [200 | 242 | 288 | 338

14 15 | 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

196 | 225 | 266 289 | 324 | 361 | 400 | 441 | 484 | 529 | 576 625 | 6792

392 | 450 512 | 578 | 648 | 722 | 800 | 882 | 968 | 1058| 1152 |1250 | 1352

27 28
729 784
1458 | 1568

6 Nuevamente nos enfrentamos al hecho de que para solucionar una cuestién geo-
métrica debemos resolver un problema aritmético, caracteristica que en los tiempos
modernos distingue a la geometria analitica.
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Hov en dia sabemos lo imtil de continnar la revision del tercor
renglon en busca de un cuadrado. pues por este cainino no llegaremos »
una solucién. No hay un cuadrado cuvo doble sea otro cuadrado. Pero.
icomo se llegd a saber esto”? Respuesta: mediante un razonamiento.
Pensemos. Al buscar en el tercer renglén de la lista un ntimero que
sea cnadrado. puede ser que éste jamds aparezca. De ser asi. la simple
mspeccion de la tabla no lo dirda: nuestra hisqueda es finita v la enn-

meracion infinita. El procedimiento utilizado sdlo es capaz de miostrar

un nnmero con tales caracteristicas cuando lo hay, pero es incapaz doe
dar una respuesta cuando no lo hay.

La solucion la podemos alcanzar mediante el siguiente razonamien-
to. Supongamos que se ha encontrado en el tercer renglén un primer
nimero cuadrado. digamos a®>. Como este niimero es el doble de otro
cuachrado, se tiene

a? = 22,
Es obvio que 0* < a?. Como a® es par, ¢ tamhbién es par (se trata. como
va hemos visto, de un conocimiento con raices sensoriales), de mmodo
que para algin mimero c:

a = 2e¢.
En consecuencia

2% = 402
Y ]

b= 202

Segiin esto, b? es el doble de otro cuadrado y es menor que a2. Por
tanto, antes de llegar a un primer cuadrado en el tercer renglén la lista,
ya deberiainos haber llegado a otro menor que él. En otras palabras:
entre la unidad v el “primer” cuadrado que es el doble de otro cuadrado.
ipor fuerza deberia haber uno mas!. Esto demuestra la imposibilidad de
que tal mimero exista: al buscar en la lista un cuadrado que sea el doble
de otro cuadrado. nunea lo encontraremos.

Hemos demostrado lo siguiente:
No hay un niimero cuadrado que sea el doble de otro cuadrado.

o bien,
Ningtin triangulo rectangulo isdsceles tiene lados enteros.
Se trata de un conocimiento cuyva verdad no se descubre por medio
de la inspeccidén de figuras o a través de la evidencia de los sentidos:
Lo que no eriste no se puede mostrar’. Es s6lo mediante un argumento

"La etimologia de las palabras rmostrar y demostror nos da un indicativo de

e Pt i i
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(ue podemos saber de la inexistencia de un ndmero cuadrado que sea el
doble de otro cuadrado®. Esto justifica la necesidad de la demostracion
en matematicas. Sin ella, jainds tendriamos conocimiento de este hecho.
Es tinicamente por demostracién que podemos saber de aquello que no
se puede mostrar, de aquello que trasciende lo que se muestra.

Este fue, digamos, el leit motiv del trabajo con Faleén. Hay un limite
para lo que se puede alcanzar por simple observacién de figuras. Histori-
camente, se trata de uno de los méviles que llevaron a la organizacion
dednctiva de la geometria. No obstante. la visualizacién no dejé de ocu-
par un importante lugar en la matemadtica. incluso en su reconstruceion

axiomatica.

Axiomadatica e intuicion

La geometria euclidiana, en su presentacién axiomdtica, no aban-
dona el razonamiento sobre figuras. Por el contrario, es sobre éstas que
se elaboran las demostraciones. haciendo de las figuras una parte esen-
cial del argumento. Un atento examen de los Elementos serd suficiente
para convencerse de lo anterior. Cierto, la forma de cada argumento
hace ver que éste es aplicable a cualquier figura de la misma especie (en
ello radica su universalidad), mas no por ello se libera de su presencia.
Sin las figuras, las demostracién euclidiana se viene abajo. Al mismo
tiempo, son las figuras las que dan significado a las proposiciones de los
Elementos v las hacen comprensibles.

De alguna manera, la demostracion euclidiana devuelve a las figuras
la verdad que tomd de ellas, pero lo hace otorgdndoeles un caracter de
necesidad légica ausente en un principio.

Lo anterior sefiala uno de los vinculos mds importantes entre la
tendencia visual y la tendencia deductiva en matemdticas. Cuando
una teoria se organiza deductivamente (método axiomdtico), el ideal es
que la demostracién sea la inica condicién de ingreso a la misma. No
obstante. aun cuando esta condicién se satisfaga plenamente. aquello
que se demuestra debe conocerse —o, al menos, conjeturarse- de ante-
mano. No debemos olvidar que la axiomdtica no es en si un método

esta separacién. Mostrar. Del Latin Monstrare “indicar, advertir”. Senalar una cosa
para que se vea. El prefijo “de” deriva en este caso del latin “D&”, “apartarse de™;
Demostrar: “apartarse de lo que se muestra”.

¥Lsta es, de hecho, la demostracién pitagérica de la irracionalidad de raiz de 2.
Se trata de la primer demostracién por reduccién al absurdo conocida en la historia
de las matemadticas.
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de descubrimiento, sino una forma de presentar los hechos conocidos”.
Asi sucede en la practica matemadtica. donde lo que se prueba en una
teoria axiomatica primero se descubre mediante la observacion. la ex-
perimentacion. la generalizacion v uno que otro chispazo divino. En
osto, las figuras y los diagramas ocupan un lugar de privilegio't.

Reciprocamente, el uso de las figuras como via de descubrimiento
hace necesaria la demostracién a fin de incorporar lo nuevo a la teoria.
Una figura sélo muestra una verdad, y poco dice de los vinculos deduc-
tivos entre el hecho observado y los otros hechos conocidos. Esto (iltimo
es tarea de la axiomadtica.

Saber y entender

Hasta aqui, nuestro anélisis se ha restringido al papel de la evidencia
intuitiva como fuente de conocimientos. Un segundo aspecto igualmente
importante es el modo en que se relaciona con la demostracién, donde
segiin el canon de la ldgica deberia estar ausente.

En un sentido estricto. una demostracién deberia ser una simple
sucesion de pasos légicos que lleva a la conclusion deseada. No obstante.
en la practica matemadtica lo que encontramos es una mezcela de argu-
mentos intuitivos y argumentos légicos. Esto tiene al nienos dos causas.
Primero, que una demostracién estrictamente ldégica de una afirmacion
como, digamos, el teorema fundamental del cdlculo, seria prohibitiva-
mente larga: segundo, que desde siempre los matematicos han querido
euntender lo que se demuestra. en vez de sélo aceptarlo forzados por la
I6gica. Saber v entender no son lo niismo. En este sentido, figuras y
diagraimas suelen ser de gran utilidad. Consideremos, por ejemiplo, la
tradicional prucba de convergencia de nna serie geométrica cuya razon
T es menor que 1.

Teorema 1. Si0<r <1, entonces 1+ r+r2 43+ ... = 1.

9FEn realidad, cuando se trata de probar una proposicidén en una teoria axiomati-
ca, Ia teoria en si no sugiere nada. EI caminoe a seguir se elige por fuera. Al respecto,
hayv demostraciones visuales que sugieren claramente la forma en que el teorema
se demuestra ldgicamente. Como ejemplo, véase la prueba visual del teorema de
Pitdgoras que se halla en http:/ /www.shef.ac.uk/ puremath/theorems/pythag.htinl,
en la cual la demostracién dada por Euclides en 1.47 se recrea a través de una
animacién que pone de manifiesto su origen visual.

19Paul R. Halmos habria dicho en alguna ocasién: “Resolver un problema
matematico no es un acto deductive”. Aqui también, hay un llamado a la intuicién
v a la imaginacién como elementos centrales de la matematica, a la que incluso se

le valora como un arte creativo.
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Demostracion: Sea S, =1+r+---+ r".
Tenemos Spoy =147+ -+ 7+ 7"+l = G 4 po+l

También tenemos S, = 1+(r+- - -+r"+r* ™) = 147 (14 - 47" =
1+r5,.

Por tanto, S, + r**t! =1+ rS,.

Agrupando y factorizando resulta que S,(1 —r) =1 — ™+,
Despejando S,:
1 — ,r.n+1
Sy, = —————
1—7r
Nétese que lim r™*1 = 0, pues 0 < r < 1. Por tanto, S, =
lim S, = ﬁ, l.c.q.d. O

n——2X2

Lo anterior es una demostraciéon rigurosa desarrollada en el marco
de la teoria de los niimeros reales. La prueba nos obliga a aceptar una
infinidad de hechos. Por ejemplo, nos fuerza a admitir que

2 (O (O () g 2B T
10 \10 10 10 T 10 0 100 U 1000 0 T

Pese a la firmeza del argumento, hay un aspecto de la prueba que no
nos deja satisfechos. Con base en ella sabemos que la serie converge, e
incluso sabemos a qué nimero lo hace. No obstante, la demostracion
no nos deja una clara comprensién de porqué las cosas son asi, pues
se basa en una serie de manipulaciones algebraicas poco significativas.
Aclara muy poco decir: “Si descomponemos la suma S, de tal y tal
otra manera, igualamos, agrupamos, factorizamos y despejamos, obte-
nemos un cociente a partir del cual llegaremos a la igualdad prometica
tomando el limite cuando n tiende a infinito”. La posibilidad de expre-
sar una suma de dos maneras distintas es un artificio que nada explica.
Conduce al resultado propuesto y nadamas. Volvemos a lo mismo: saber
no es lo mismo que entender.

Visualiceinos el resultado anterior. A fin de cuentas, se trata de
una cuestiéon de razones y proporciones. Cologquemos en una hilera una
sucesion de cuadrados, el primero de lado 1, el segundo de lado r, el
tercero de lado r2, el cuarto de lado r® y asi sucesivamente, como en la
Figura 7, y tracemos los triangulos en color de la Figura 8.

La verdad del resultado se torna evidente tras una atenta obser-
vacion de la figura 8. Un hecho salta a la vista: todos los triangulos
que aparecen son semejantes entre si, incluyendc al tridngulo ABC.
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1 i D
"""—H__\_-_‘_ }.'P- i =
7 ‘/?‘-? -
1 E| T 3,f'x’,:_,,s
- 5 '
ERm=N L
1 R B 1 > w2 3 c
Figura 7 Figura 8

Esto se puede corrcborar numéricamente mediante un simple calcu-
lo de las proporciones entre los lados correspondientes. En particular.
AABC = AADE. Por tauto. BC'/AD = AB/DFE. Nétese que la base
BC del tridngulo ABC corresponde a la suma cuyo valor (uerenos
calcular. Notese también que BA = AD =1v DE =1-—r. e moclo
que la unidad es la media geomdétrica entre la stma v 1 — 1

1

1+T‘+T2+T‘3+"'='1—_; (#)

La Figura 8 muestra la geometria detrds de la igualdad anterior.
En ella, la verdad del teorema se ve casi de inmediato. acercandonos
de este modo al ideal de toda prueba visual. Todo se resuelve en la
senejanza de tridngulos. uno de los cuales tiene como lado Ja suma
buscada. Froute a la arida manipulacion algebraica. se trata de un salto
hacia la comprension. El resultado se torna evidente y lo admitimos 1no
sélo porgue cuecuta con una prueba formal. sino porque entendemos
cémo se inserta en ol dominio de los hechos matematicos. Podemos
explicarlo como signe: roda sucesion geométrica de la forma s(n) = r”.
con 0 < r < 1. ticnen la propiedad de que la suma de sus términos
es la base de un trisngulo rectangulo cuya altura es la unidad y cuyos
lacdos son proporeionales a los muneros 1r v 1. respectivamente. Este
heehio tiene como conscenencia la posibilidad de expresar la suma coun
la igualdad (#). Entender ol resultado significa en este caso enlazario
con otros dominios y corceptost!.

1Hay otro sentido no nienos importante de lo que significa “entender” un resul-
tado. Jaime Oscar Faleon solia narrar un caso notable. En cierta ocasidn. algunos
profesores de fisica del CCH Sur (a nivel de bachillerato, en la cindad de México)
decidieron entrevistar en el pasillo a los estudiantes que salian de un examen sobre
la ley de la inercia. El propésito era descubrir qué tanto habian comprendido los
contenidos del eurso <le fisica. La pregunta cra: “Si lanzamos una picera a lo largo
de este corredor (el cual se hallaba perfectamente pulido), ;ésta se detendra?”. La
mayoria respondié que el objeto se detendria. Al preguntarles por la causa de la de-



Lo VISUAL Y LO DEDUCTIVO EN LAS MATEMATICAS 15

Al respecto, diremos que el valor de una demostracién se juzga con
base en os criterios: por la luz que provecta sobre el resultado (es
decir. cuan claro lo hace al entendimiento). v por las perspectivas y po-
sibilidades que abre (es decir, por los vinculos que establece con otros
hechos o dominios). Esto explica la proliferacion de demostraciones para
un mismo resultado y el uso frecuente de figuras. En cuanto a la sen-
cillez o brevedad del argumento. ésta sdélo es importante en relacién a
la helleza o elegancia de la demostracién v esta supeditada a la com-
prension del resultado. Una demostracién breve pero poco inteligible no
tiene mayor atractivo. Como dice Yuri I. Manin'?. es necesario distin-
guir entre el conocimiento de la verdad matematica v la comprension de
las matemdticas. En esto ltimo, las figuras suelen ser de gran ayuda.
El ejemplo que hemos dado es ilustrativo de esta situacion.

Ver como los angeles

Abramos un paréntesis para considerar un punto de vista gue pro-
vecta alguna luz sobre lo que intentamos decir. Consideremos la manera
en que la filosofia escoldstica describe el funcionamiento de la mente hu-
mana. Segiin la escoldstica, la actividad mental de todo sujeto cognos-
cente comprende tres momentos. El primero de ellos es lo que constituye
al intelecto (intellectus): “Inteligir (intelligere), dice Santo Tomads, es la
simple captacién (i. e., indivisible, no compuesta) de una verdad ma-
nifiesta.” El segundo acto es la posibilidad de juzgar o formar juicios
(iudicare), esto es, de decidir en torno a cosas que pueden ser de una
manera 1 otra!3. Por ultimo esta el razonamiento (rationari), es decir,
el avance progresivo hacia una verdad inteligible, yendo de un punto

tencién, la respuesta més comin fue: “porque se liene que detener”. Un argumento
perfectamente aristotélico. Lo sorprendente es que muchos de ellos habian resuelto
correctamente los problemas relativos a la ley de la inercia en el examen. Un ¢jercicio
formal. sin ninguna comprensién real del significado de los conceptos involucrados.
En la Facultad de Ciencias de la UNAM tuve la oportunidad de constatar algo
semejante. Un estudiante, que conocia en detalle la demostracién euclidiana del
tcorema de Pitdgoras, no entendia cémo se relaciona este teorema con la férmula de
la distancia en el plano euclidiano, la cual le parecia una arbitrariedad, ni aceptaba
la construccién empirica de un tridngulo rectdngulo con una cuerda en la que se
han practicado 13 nudos a intervalos iguales (es decir, no entendia cémo aplicar el
teorema).

12(Manin, 1990, p. 1670).

130n la filosofia moderna se considera al juicio como el acto u operacién de la
mente (ue se expresa en la proposicién, remarcando con ello el cardcter logico del
acto de juzgar.
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