Teoria de Conjuntos Il

Exponenciacion en base 2

Veamos ahora algunos resultados conocidos para la exponenciacion cardinal en
base 2. La funcional exponenciacién en base 2 aplicada a cardinales tranfinitos es
conocida bajo el nombre de Funcional Continuum. Que por cierto, ésta es una
funcional monotona no—decreciente es decir, si o < k < A, entonces 2¢ < 2%,

Los siguientes resultados son para cuando el exponente es un cardinal limite.

Sean « un limite y n = cof (x). Sabemos que k = D_ k, conn <k Yy k, < k, para

a<n
toda a < n. Con lo que, por lo pronto, tenemos

26 = 2% 2 T 250 s (%)

a<n

Esta ultima parte, [ | 2*«, nos remite a pensar en el conjunto de todas las

a<n
potencias, en base 2, con exponentes menores a k y podriamos acotar el producto
anterior usando el supremo de éstas. Un poco de notacion.
Definicién;. Sea « un cardinal limite. Pondremos
2<% = Sup {21 /A< K}

Observacion;:
i) Para un cardinal limite «, se tiene que, k < 2<¥ < 2%, Pues:

Pongamos por lo pronto, 2_, = {2l / A< K}.
El hecho de que 2<* < 2*, se debe a que 2* es cota superior de 2_ .
Por otro lado; para cada u € «, se tiene que u < 2# € 2_ .. Por tanto,

K=S8upkx <Sup2_, =2°F

ii) No necesariamente 2<% = 2*.
Pues, por ejemplo, tenemos

2<%0 = Sup {2” / n<a)} = N = 2%No

Otro ejemplo, bajo la HGC, es:
2<Ne = Syp {2“” / n< a)} = Sup {Nym / n< a)} =N, #+ 2%

Con esta notacion, continuemos con nuestras ideas.
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2K

K

K — H 2Ka < H <K — <2<K>'7 < (2%)7 = 2%

a<n a<n

IN ]

n

Con esto, hemos obtenido un resultado que podemos enunciar de la siguiente
manera.

Proposicidong. Si k es un cardinal limite, entonces
f (i)
oK = <2<K>co-

Regresando a nuestra ecuacion (x), bien podemos pensar en la posibilidad —la
consistencia relativa lo permite— de que la exponenciacioén en base 2, con exponentes
menores a k, se estacione. Se tiene el siguiente resultado para cardinales singulares,
casos particulares de cardinales limites.

Proposiciény. Sea x > o y singular. Asi,
V,u[V?L(a)Sk<K — 212y> —>2K=y:|

Prueba: Puesto que « es singular, x = > «, con n = cof(k) < k Y k, < k, para toda

a<n
a < n. Ahora, supongamos que u es un cardinal con la propiedad de que 2* = u para
o < A< k. Asi,

L IKa — — "= (2N = 21N — N —
= I1 [Ju=n = ") - u

a<n a<n

® como 7 < k, se tiene que 2" = pu. i

Por ejemplo, si supieramos que
280 = 2% = =2Nn = | = N w28

el resultado nos garantiza que, 28¢ = N ;5.

De hecho, la proposicién anterior se puede reformular diciendo asi, parakx > o y
singular, se tiene que si w,(co <A<K — 2% = 2“‘0), entonces 2% = 2%,

Es de esperarse que este resultado también sea cierto si la funcional continuum se
estaciona a partir de un momento dado. En vez de tratar de modificar la prueba
anterior, daremos otra, basandonos en la primera proposicion.

Proposicién;y. Sea k > w y singular. Asi,
Vio [VA (0 <A <A<k - 20 =20) - 2x =2k ]

Prueba: Tenemos que o < cof (k) < k. Basta considerar el caso en que
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cof (k) < Ao < k (pues en caso de que 4 < cof (x), por hipotesis, 240 = 2¢/®) y seria
suficiente con tomar 1y = cof (k) ). Por hipotesis, 2<% = Sup{ﬂ / A< K} = 2%, De
esto tenemos,

or — <2< K)Cof(K) = QM) ® Z il ) = Do +
P cof (k)<

Una pregunta natural es, ¢ Qué ocurre si 2* no se estaciona? para 1 < k, con
kK > oY limite. Se puede decir muy poco. Sea

2<K =Sup{2’1 / /l<r<} = pu

con u < 2*. Resulta que pu es el supremo de una k—sucesion monoétona
no—decreciente y por tanto, cof (1) = cof (x) (jProbarlo!). Asi,

oK — <2<K>""f(K) = e W
Tenemos una nocion que es de relativa importancia en todo esto.

Definicién,. La funcional Gimel, A, queda definida como sigue,
)2 : CAR — CAR

Vi > o M) =/ ®

En particuar si « es regular, A(x) = k< ®) = ¥ = 2%, es decir la funcional Gimel
coincide con la Continuum en los cardinales regulares.
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Cardinales Fuertes

Definicién;. Sea x > w. Diremos que « es (un Cardinal) Fuerte syss

V/1<K|:2’1<K:|

Ejemplos:
1. o es un cardinal fuerte.
2. Si2% = N5, entonces N, no es fuerte. Pero,
3. Bajo la suposiciéon de la HGC tenemos que, X, es un cardinal fuerte.
De hecho, si a € LIM, entonces X, es fuerte.

Observacion;:

i) Sik es un cardinal fuerte, entonces es un cardinal limite.
Pues six = A*, entonces como A < A* se tiene que k = A* < 2%y por tanto,
no es un cardinal fuerte.

ii) Sik es un cardinal limite, no necesariamente se tiene que sea un cardinal
fuerte. Pues por ejemplo, X, es un cardinal limite y Ny < X, y podria ser
que, 2% > N,.

Veamos algunas propiedades de los cardinales fuertes.

Proposicidn;;. Los cardinales fuertes son cerrados bajo la operacion de
exponenciacion cardinal.

‘v’}t,,u<1<|:/l“<1<:|

Prueba: Sea « un cardinal fuerte y sean A, u < x. Asi,
A< A+ p)H =20 <

teniendo en cuenta, por supuesto, que A + u = max{4, u} < «. f

Hay muchos cardinales fuertes, distintos de o, de hecho tenemos,

Proposicién;;. La clase de los cardinales fuertes es confinal con CAR.

v/IEIK[K>/I & Kesfuerte}

Prueba: Sea 1 € CAR arbitrario. Definimos recursivamente f; como sigue.

Rafael Rojas Barbachano 10



Teoria de Conjuntos Il Exponenciacion Cardinal

fi: o — CAR
i) /2(0) =2
i) Vne o, fi(nt) =2/

Seak = | filo]. Asi, k > 1y es fuerte. Ademas, entre 1y x no hay ningun
cardinal fuerte. (TAREA) T

Un par de propiedades que no podemos dejar de mencionar,

Proposicion,.
i). Sik esfuerte, entonces 2<* = k. Y por tanto, para un cardinal fuerte «, se
tiene que 2<F < 2%,

ii). Si2<* =k y«k es singular, entonces « es fuerte.
Prueba:
i). Sea « un cardinal fuerte. Tenemos que « es limite y por la Observacion, ),
kK < 2<%, Por otro lado, de la definicion de fuerte, k es cota superior de {2A /A< K}
y por tanto, 2<* < «.
ii). Supongamos que « es singulary 2<* = k. Como k > o y es singular, tenemos a la
mano la Propy por lo que, si la funcidn continuum se estacionara por abajo de « a
partir de un Ao, con 4y < k, tendriamos que 2 = 2% = 2<fy por tanto 2<~ # «.
Concluimos pues que, la continuum no se puede estacionar por abajo de «.
Finalmente; para cualquier u < k hay un po tal, que u < po < k' y 2# < 20y por
consiguiente,

20 < 2H0 <K =k i

Una consecuencia inmediata es, las funcionales Continuum y Gimel coinciden en
los cardinales fuertes.

Corolario;;. Si k es fuerte, entonces 2% = (k).
Prueba: 2~ = <2<K>CQf(K) = ko) = \(k) ¥
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Para dar mas ejemplos de cardinales fuertes, generalizamos el procedimiento que
usamos para encontrar el primero.

Definiciéon,. La funcional Beth, 2, queda definida recursivamente sobre OR, como
sigue:

2: OR — CAR
“) V(X, :a+] = 2211

iii) VB eLIM, 2p=Sup {:a /a< ﬁ}

Observacions;.
1. Bajo la suposicion de la HGC, 2 = NX. Es decir, Va, 2, = N,.
2. Sia € LIM, entonces 2, es fuerte.

3. Para a € OR, se tiene que 2,., es el primer cardinal fuerte mayor que

4. Sia € LIM, entonces cof(2,) = cof(a).
5. 2,, 2,,, 24,, SON cardinales fuertes y singulares.
6. La Funcional 2, es mondtona y continua, es decir es normal.

7. El primer punto fijo de beth, 2, = «, es un cardinal fuerte que tiene
cofinalidad w y por tanto es singular.

8. Todo cardinal fuerte es un beth. (TAREA)

Es claro que la beth nos proporciona muchos ejemplos de cardinales fuertes.
Tenemos que w es el primer cardinal fuerte y es regular, pero todos los demas que
nos vienen a la mente son singulares. ;Habra cardinales incontables, fuertes y

regulares? La respuesta es similar a la dada para los cardinales (débilmente)
inaccesibles. Formalizemos.

Definicidns. (Sierpinski—Tarski)
k es un Cardinal Fuertemente Inaccesible syss
i) «> o,

ii) « esun cardinal fuerte, y

iii) « es un cardinal regular.

Puesto que los cardinales fuertes son cardinales limites, entonces todo
fuertemente inaccesible es (débilmente) inaccesible. Y si suponemos la HGC,
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tenemos que todo (débilmente) inaccesible es fuertemente inaccesible.

Los cardinales fuertemente inaccesibles tienen propiedades de cerradura muy
fuertes y de ahi el nombre.

Proposicion;s. Sea x un cardinal fuertemente inaccesible. Asi:
1. Si|a| <«, entonces | p(a) | <.

2. Siparatodai € I,

a; | <, con |I| <«, entonces

Ua

i€l

< K.

3. Si|a| <kyf:a— «, entonces | J fla] < .
Prueba: TAREA.

Terminamos esta seccidon con un comentario.

Bajo la suposicion de la existencia de cardinales inaccesibles, es consistente que
2% sea débilmente inaccesible o que sea tan grande como el primer inaccesible débil.

T
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