Teoria de ConJuntos Il

Modelos Internos
de la Teoria de conjuntos

Trabajaremos en el lenguaje de la teoria de conjuntos, Le.

En lo que sigue, sean M una clase —una férmula— y E una relacional —otra
formula— sobre M, es decir, E € M x M.

Sea ¢ € FRM.. Definimos recursivamente, desde el metalenguaje, La
Relativizacion de ¢ a M, E, denotado por ¢ME, como sigue:

1. Seanx,y € VAR. Asi:

a. (xeyM* = (xEy)

b. x=y)"* = (x=y)

2. Seanvy,y € FRMcy x € VAR. Asi:
a. ()" = (—yMF)

b. (v & M= = (YME & xMF).

c. (X l//)M’E =N (Hx (x eM & l//M’E>>

Notacion: SeaX UT U<{c} < £

1. SiX + oME diremos que o es verdadero en M, E, seglin . O también
gue M, E es un Modelo de o, segun X.

2. Escribiremos X + I'ME para denotar que todos los enunciados de I" son
verdaderos en M, E, segun X. Es decir, para cada uno de los enunciados
relativizados de I', se tiene una prueba a partir de .

3. SiX + I'ME diremos que M, E es un Modelo de I', segln X.

Ejemplos: ...
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Metateorema Fundamental
para pruebas relativas de consistencia

SeaxXUrl c £

Si:
1. Z-3d3x(xeM)y
2. T+ I'ME
entonces:

CON(Z) = CON(I)

Prueba: Supongamos gue X es consistente, por lo tanto X tiene un e-modelo, es
decir, hay 2l = (A,R) € V¢, con A un conjunto novacioy €* =R < A x A, tal que
20 = X. Basta probar que I" tiene un modelo.

Definimos,

1. El conjunto B < A como sigue,
Bz{beA/%bXEM[b}} ............................. *)

2. Larelacion S < B x B como sigue,
Sean x,y € VAR; para todo bo,b; € B,

boSb: syss Ak (XEy) [bo , bl} ......................... (**)

Tenemos que B € A + ¢, ademas B + @ pues, A = Zy X+ Ix(x € M), porlo que
2A = 3dx(x € M). Asi, hay un by € A con la propiedad de que 2 = x € M [bg] y por
tanto by € B.

Ahora bien, si ponemos €® = S, resulta que B = (B, S) es una interpretacion del

lenguaje L, en simbolos B € V.. Afirmamos que 9B & I', para ello antes probaremos
algo mas fuerte.

Af;. Para toda ¢ € FORMc, se tiene que,
paratodat e “B, A = oME [t] syss B = ¢ [t]. +)

Prueba: Esta se hara por induccion sobre la formacién de formulas:
l. Sean x,y € VAR Y bg,b; € B. Asi,
a. A= (x e y)"[bo,bi] syss Ak (XEy)[bo,bi] Def.
syss by Sb; (**)
syss B = (x € y) [bo,b1] Tarsky (€® =5)
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b. A = (x =y)"E [bo,b1] syss Ak (x =y) [bo,b1] Def.
syss bo=b; Tarsky
syss B E (X =Y) [bo,b:] Tarsky

Il. Sean y, y € FORc y supongamos, inductivamente, que cumplen (+) y sea
x € VAR. Seat e “B, asi,

a. Ak (=) syss A= (—yME) [t] Def.
syss 2 ¢ yMEt] Tarsky
syss ‘B kv [t] HI (+)
syss B = (—w) [t] Tarsky

b. A= (y & p)ME[t] syss Ak (WME & yME)[t] Def.
syss A= yME[t]y A E yME[t] Tarsky
syss B Ey[t]yBE x[t] HI (+)
syss B E (v & y) [t] Tarsky

C.

A (Qviy)" ] syss A3 (vieM& y)"F) [ t } Def.

syss hayaeA A= (vieM & (y)"F) [t (i / a)} Tarsky

syss hay a € A, tal que Tarsky
A= (vie M) [t(i / a):|y9(|=l//M'E [t(i / a)}

Syss haybeBtaI,que%lzw[t(i / b)} (*) e HI

Syss ‘B k= 3v; 1//[ t } Tarsky

+

De aqui, como caso patrticular, tenemos la siguiente afirmacion.

Af,. Paratodo o € £2 se tiene que
A= ocMEsyss B =o

Prueba del MT fundamental:

Puesto que T + T'ME y 2 = X, tenemos que 2 = oME para cada ¢ € I' y aplicando
la Af,, obtenemos que para cadac € I', B = o. Concretando, 6 = ' y por tanto I es
consistente.

T
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