Teoria de Conjuntos II11 Absolutez - B

Propiedades sobre Absolutez

Proposicién,;. Sean M una clase y = = Z~ \ {ZF5, ZF}. Supongamos que X - =M
y que X - M es transitiva. Cada una de las siguientes relacionales, funcionales y
constantes son equivalentes a una formula A, y por tanto son absolutas para M,
segun X.

a). x=y f). {(x, y) k). x*

b). xey 8. 9 ). xes transitivo
c. x<y h). xuy m). Ux

d). {x, y} ). xny n). Nxs.qx#a@
e. {x} . x\y

Prueba:

d). {x, y}ZZH[xez&yez&Vw(wez—»w:wi:y)]
e).{x}:z<—>[x€z&Vw(wez—»w:x)] 2

Proposicion,. Las nociones absolutas son cerradas bajo composicion.
Sean My N clases, ¢ (x1,..., X,) una e-férmulaysean F (xi,..., x,) Y G; (¥1,---, ¥m)
(coni€{l,..., n}) funcionales, segiin X. Si ¢, F y G son absolutas M, N, segtn Z,
entonces también lo son,

a). La e-formula @ (G (y1,--+» Ym)r--or Gu(¥1,--» Ym)), ¥
b). La funcional F (G (y1,-.., Ym),--» Gu(¥1,-++» Ym))

Prueba: Para el caso n=m =1, Si y € M, entonces

(@G = o™ (GM(1) = oV (G" () = (@ (G

y andlogamente tenemos,

(B(G))" =F"(G"(y) =F(G" (¥)) = (F(G(»))"

Por ejemplo, en la Proposicion;.
f). (x, y)={{x,y}, {x}} es absoluta para M, segtin X, pues

(x, ) =E(Gi(x,5), G2(x,))

donde F(x,y) = G; (x,¥) = {x, ¥} y G2 (x, y) = {x} las cuales son absolutas para M,
segin X.

Proposicidng. Sean M una clase, X = ZF, + ZF, + ZF3 + ZF, + ZF5 + ZFg y
I' = X — ZF5. Supongamos que X - I y que X - M es transitiva y no vacia. Las
siguientes relacionales y funcionales son absolutas para M, segtn X.
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a). zesun par ordenado e). IMG(r)

b). axb f). resfunciéon

c). resunarelacion g). r(x

d). DOM (r) h). resunafuncionlal

Prueba: a). Tenemos que
z esun par ordenado — 3xe| Jz Iy e Jz [z = (x, z)]

y ahora usando la proposicién anterior, para G; (z) = G2 (2) =Uzy G3(2) = zy
tomando ¢ (u, v, w) como

dxeudyev [w: (x, z)]
Tenemos que,

z es un par ordenado — (p(Gl (2), Go(2), G3 (z))

Los demas se dejan al lector. 2

Proposicién,. Sean X,I" y M como en la proposicion anterior.
Para a, r € M se tiene que,

1. r ordena parcialmente a a syss (r ordena parcialmente a a)™
2. r ordena totalmente a a syss (r ordena totalmente a a)™

3. Si r bien ordena a a, entonces (r bien ordena a &)

Prueba: 1 y 2 son inmediatas del hecho de que las relaciones son equivalentes a
formulas A y por tanto, absolutas para M. Veamos 3.
Por lo visto antes, tenemos que (r ordena totalmente a a)™. Solo nos fataria ver
que (Vx ¢ (x, a, r))M, donde ¢ (x, a, r) es la férmula,
xCa& x#g—3Jyexvzex((z y)er)
Ahora bien, la férmula ¢ es absoluta para M, por lo visto antes; por tanto solo falta
ver que Yx e M ¢ (x, a, r). Pero esto es inmediato de nuestra hip6tesis, que lo que
afirmaes que Vx ¢ (x, a, r). ,;:';,

0jO: El regreso de 4.3, no lo podemos desprender del resultado anterior.

Proposicions. R, es un modelo (transitivo) de ZFC — ZF; + — ZF;, segin ZF ~.
Es decir, _ Ro
ZF (ZFC _ ZF, + - ZF7)

Prueba: Ya se prob6 que R, es modelo de ZF — ZF; + - ZF,, segiin ZF . Veamos
que AE"*, Para esto hay que probar que

VaeR, 3r €eR, [r bien ordena a a™
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Si a € R, entonces a es finito y por tanto hay un r € a x a tal, que r bien ordena a

a, con r € R,,. El resultado se sigue del lema anterior.
2

L]

Corolarios. -\ (zF) = CON(ZFC _ ZF, + - ZF7)

Para terminar esta seccion, veamos qué mdas podemos decir de BF = |J R,.
aeOR
Probamos que BF es un modelo de ZF, segiin ZF~. Pero ;qué ocurre con el AE?
No se puede decir mucho, veamos.

Proposicion;(ZF ). Sea a € BE Asi,
a es bien ordenable syss (a es bien ordenable)®F

Prueba: Sea pues a € BF.

Supongamos que a es bien ordenable y sea r < a x a tal que r bien ordene a
a. Tenemos que a x a € BF y también que r € BE Por la Prop, 3, tenemos que
(r bien ordena a @)®" y de aqui que (a es bien ordenable)®".

Ahora supongamos que (a es bien ordenable)®f. Hay pues, un r € BF tal que
(r bien ordena a a)®F. Entonces, gracias a la Prop, 2, tenemos que r ordena total-
mente a a. Finalmente, tomando en cuenta que todo subconjunto de a, pertene-
ciente a BF, tiene elemento r—-minimal, tenemos que todo subconjunto de a lo
tiene, ya que los subconjuntos de a siempre son elementos de BF. 2

Con esto terminamos con dos pequetios resultados.

Corolariog(ZF ).
Si AE, entonces (AE)BF

0jO: El regreso no lo podemos desprender del resultado anterior.

Corolariog.
CON (ZFC™) = CON (ZFQC)
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