Teoria de Conjuntos II11 Definibilidad

El Universo Constructible
L

Definiendo Definibilidad

Aqui trabajaremos en Z = ZF ( de hecho en ZF - ZF5).

;Qué entendemos por que un conjunto sea definible? Lo primero que se nos
ocurre pensar es que dicho conjunto lo podemos describir por medio de propieda-
des, es decir por medio de una férmula de nuestro lenguaje (£} ). Hay un problema
de entrada y es que no toda féormula describe un conjunto, podria ser muy grande
—una clase propia. Restrinjamoslo entonces a subconjuntos de un conjunto dado
(tenemos de nuestro lado al axioma de comprension). Por lo pronto pongamos que
Df (a) denota al conjunto de subconjuntos definibles de a.

Ahora bien, en tal caso, no podemos dejar que la férmula que define al subcon-
junto sea arbitraria, los cuantificadores “hablarian” de posibles conjuntos que no
estuvieran dentro de nuestro conjunto a, lo que podemos hacer ahora es restringir
las férmulas a formulas relativizadas a dicho conjunto. Las cosas irian asi,

Sean a € Vy b < a. Serd b un conjunto DEFINIBLE, en a, con la notacion
beDf (a), syss hay una ¢ € £! tal, que

b:{sea/q)“(s)}

Ahora, pensemos no solo en conjuntos de elementos de a. pensemos mads en
general, en relaciones de cualquier aridad, sobre a. Denotemos por lo pronto como
Df (a, n) a las relaciones de aridad n (con n € w), que son definibles en a. Nos
conviene que, si r < a”, pensarlo como r € "a.

Nos gustaria pues, tener que r € D f (a, n) syss hay una ¢ € £/ tal, que

r={s€ "a /9 (so, ..., Sn—l)}

Pero, ésta “definicion”, tal cual ! NO estd dentro del Lenguaje de la Teoria de
Conjuntos! Nuestra teoria, la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel, esta dentro
de un Lenguaje Formal de Primer Orden, y no podemos cuantificar sobre férmulas.

En aras de avanzar un poco mds, podriamos preguntarnos ;quién deberia ser
Df (a, n)? para que al menos se tenga el “regreso” del bicondicional. Es decir ;qué
tiene que cumplir D f (a, n)? para tener al menos como un esquema lo siguiente,

Para cada ¢ (xo, ..., X,-1), una e-férmula cuyas variables libres se encuentran
entre xo, ... , X,-1, S€ tiene que
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Va {se "a [ ¢“(so, ..., sn_l)}eDf (a, n)

La prueba se haria por induccion sobre la formacion de férmulas y tendriamos
que tener lo siguiente,

1. {(s,-, S;) /si=sj}€Df (a, n)

[\Y

. {(si, S;) /sl-esj}eDf (a, n)
3. SireDf (a, n),entonces "a\reDf (a, n)
4. Sir, seDf (a, n),entoncesrNnseDf (a, n)y

5. ... 2

La parte 5, la del existencial, no esta del todo clara el como deberia de ser. Pero,
creemos que lo discutido hasta aqui ayuda a entender la definicion rigurosa de
definibilidad.

Definicion,. Sean a y r conjuntos, n€ew e i, j € n.
a). Diagc(a, n, i, j):{se ”a/siesj}
b). Diag-(a, n, i, j):{se ”a/s,-:sj}
c). Proy(a, r, n)z{se "a/[3ter (t[n:s)}

Asi, Diage, Diag- y Proy son funcionales que toman como valor un subcon-
junto de "a, es decir, una relacion n-area sobre a.

Definicion,. Sea a un conjunto.

1. Definimos Vn e w Df’(k, a, n) por recursion sobre k, como sigue,

a). VnewDf'(0, a, n):{DiagE(a, n, i, j) /i,j<n}u

u{Diag-(a,n i, j) /i, j<n}
b). VnewDf'(k+1, a, n)=Df'(k, a, n) U
u {rms/r, seDf'(k, a, n)}

u {”a\r/reDf’(k, a, n)}

u {Proy(a, r,n) /reDf'(k, a, m) & mzn}
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2. Paracadanew,seaDf (a, n)= UDf'(k, a, n)

kew

0] O: Para un n € w, se tiene que, Df (a, n) es cerrado bajo las operaciones:
complemento, interseccion y proyeccion. Es decir,

» Sir, se Df (a, n),entonces "a\r, rnseDf(a,n).Y

» SireDf (a, m) con m= n, entonces Proy(a, r, n) e Df (a, n).

Veamos como recuperamos lo discutido anteriormente. La siguiente proposi-
cion es un esquema de teorema.

Proposicion; (Esquema). Para toda e-férmula ¢, si sus variables libres se en-
cuentran entre vy, ..., V,-1, lo cual denotaremos por ¢ (vy,..., V,-1), Se tiene que

Ya

{se "a [ 9o, ..., sn_l)}EDf(a, n)

Prueba: Sea a cualquier conjunto. Procederemos por induccion sobre la compleji-
dad' de las férmulas, 6 (¢) . Sea pues, ¢ una e-férmula arbitraria. Probemos que
¢ tiene la propiedad (*), bajo la suposicion —Hipotesis Inductiva—- de que toda
férmula de complejidad menor a 6 (), la tiene. Tenemos 5 casos posibles.

I. P = (Vl' € Uj) (voy ooy Up_1).
La formula ¢ tiene la propiedad (*) pues, Diagc (a, n,i, j) eDf (a, n).

L. o= (vi=v;) (W, ..., Up_1).
La formula ¢ tiene la propiedad (*) pues, Diag- (a, n,i, j) eDf (a, n).

Observe que I) y II) son ciertas para toda n € w, con tal de que n = max{i, j}.

L. o= (v & x) (o, -, Up-1).
La férmula ¢ tiene la propiedad () pues, D f (a, n) es cerrada bajo intersec-
ciones.

IV. 9= (¢) W, ..., Un-1).
La formula ¢ tiene la propiedad (*) pues, Df (a, n) es cerrada bajo comple-
mentos.

V. 9= (3vm W) (o, -, Up1).

! Aqui entenderemos por complejidad de una formula, el niimero de conectivos y cuantificadores que aparecen en
ella. Una induccién sobre la complejidad de las férmulas estd perfectamente justificada.
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Si la variable v,, no ocurre libre en y, entonces
{se "a [ v, w)* (s, ..., sn_l)}:{te "a /W (t, ..., tn—l)}

y el resultado se sigue de la HI.

Si v,, ocurre libre en y, tenemos dos casos posibles, v,, es alguna de las varia-
bles vy, ..., v,-1 onolo es?.

Supongamos en primer lugar que v,, ¢ {vg, ..., Un-1}.
Asip = (Jun W), con m=nyw(vg,...,Vn-1,Vn ..., Um ), CON Uy, libre en g 3. Te-
nemos que

{Sena/(EIUm\V)a(So,...,sn_l)}:
= {se ”a/(3vm11!(50,...,sn_l,yn,_“’vm))a}

= {se ”a/ﬂvmeaw“(so,... ,sn_l,vn,...,vm)}

)

—

Proy (a, {te g [y ( to,...,tn_l,tn,...,tm)}, n)
(+) Veamos la doble contencién.
c ] Supongamos que s€ "ay b€ a, con la propiedad de que
W (S0y -+ » Sn—1>Uny+-+» Um—1,ap). Sea t = sANbAbN...Ab. Asi, t € m+lg y es tal, que
tIn=syw*(to,...,ty—1,tny--er b ).
) ] Sea s € "a tal, que s = t [ n para algin t € ™*'q con la propiedad de que
W (toyeeerby—1, tpyeeer b ). AST, WO (Sq,...y Sp—1, Eny---, by ). Por lo tanto, hay un ele-
mento b de a, a saber t,,, tal que w*( sy, ..., Sn-1, Un,..., ago ). Es decir,
v, eaw®(So,--- ,Sn-1,Uny--es Um ).
Ahora bien, tenemos que {tr € ""a/y(ty,...,t, )} € Df (a,m+1), esto gracias a
que 8 (v) <6 (¢p) y ala HI. Por tanto,
Proy(a, {re "'a | v*(t,...,tn)}, n) DS (a, n)

De esto se desprende lo que queriamos.

Veamos ahora el caso en que v,, € {vy, ..., V,_1}.
Aqui m€{0,...,n—1}y v, ocurre libre en y. Consideremos a la férmula y/, la cual
se obtiene a partir de W al sustituir todas las ocurrencias libres de la variable v,,
por la variable v, donde, p es el primer natural tal que p = ny v, no ocurre en
—Con esto tenemos que 3v,, Y es légicamente equivalente a la férmula v, /',
cuyas variables libres se encuentran entre {vy, ..., v,-1}— Por tanto,

{se "a/ (Bvmw) (o, ..., sn_l)}:{ te"a/ (Qv, v ..., tn_l)}

Al tener que v, ¢ {0,...,n—1} y al ocurrir v, libre en W' hemos reducido este caso,
al caso anterior. 2

2 PE. considérese, (Jvag(vo € v2g)) (vo, V1, U2).
3 Ninguna de las variables vy, ..., vm—1 ocurre libre en .
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0j0:

El inverso del esquema de teorema anterior no se puede justificar rigurosamen-
te en ZF, solo intuitivamente, “todo elemento de D f (a, n) estd definido por una
formula”.

“Prueba”: Sean ¢4, @, ... una enumeracion de todas las formulas de £, cuyas
variables libres se encuentran entre vy, ..., v,_;. Es verdad que

VaVbEDf(a, n) \/

iew

b:{se "a [ ¢ (so, ..., sn_l)}

y esto se puede ver haciendo una induccién sobre k en nuestra definicion,

Df(a,n)= | JDf'(k, a, n

kew

Asi, intuitivamente, tenemos

Df(a, "):{{SE "a /@ (s, -, Sn_l)}/(pe.%;”}

Otra observacion importante, balo la suposicién del AEN, es que para cada
conjunto ay n € o se tiene,
|Df(a, ) | =Ry

pues Df (a, n) es la cerradura de un conjunto contable bajo un conjunto finito
(tres) de operaciones.

Proposicion,. Sea M una clase tal que ZF - M es transitiva 'y
ZF - (ZF — Pot)M . Entonces D f (a, n) es absoluta para M, segun ZF.

Prueba: Las funcionales Diag. y Diag- son absolutas para M, segiin ZF. También
lo son el complemento, la intersecciéon y Proy. Con esto tenemos que D f ' (k, a, n)
esta definida recursivamente con funciones absolutas, ella misma es absoluta.
Finalmente, D f (a, n) es absoluta para M, segun ZF. ,,;9;

Pasemos ahora a definir la operacién conjunto potencia definible, 2. Intuitiva-
mente, 9 (a) es el conjunto de subconjuntos de a que son definibles a partir de un
numero finito de elementos de a por una férmula relativizada a a. Formalmente
damos la siguiente,

Definiciong. Para cualquier conjunto a definimos,

Q(a):{xga/ﬂnewﬂse "a3IreDf(a, n+1) [x:{bea/s/\ber}] }
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0j0:
1. Si a eV, entonces por el Axioma de Comprension, 2 (a) € V.
2. Y(a)<p(a) (SisetuvieraZF;5).

Proposiciong(Esquema). Si ¢ es una e-féormula, cuyas variables libres son
exactamente vy, ..., Up_1, Uy, €ENtONCES

YaVuvg,...,Uy-1€a {vnea/(p“(vo,..., Un_1, vn)}'s@(a)

Prueba: Consideremos a ¢ (v, ..., Vs-1, Uy), Un conjunto ay sean dy,..., d,-1 € a.
Definimos la siguiente relacion,

+1
r= {se a9 (so, ..., Sn-1, sn)}
Por la Proposicion,, tenemos que r € Df (a, n+ 1). Terminamos al ver que,

{vnea/cp“(ao, ey Qpt, vn)}:{bea/ (ag, ..., an-1) b e r} 2

Proposicion,.
i). € Y (a), para cualquier conjunto a.
iN.2@)={2}
Prueba: Ejercicio. 2

Proposicions. Los subconjuntos finitos de cualquier conjunto, son definibles
en dicho conjunto.
Si b < ay b es finito, entonces b € 9 (a).

Prueba: Si b = @, ya lo tenemos. Supongamos que @ # b < ay que b es finito. Asi,
hay fynew\{0} tales que n+1 r b.Porloque b={f(0),...,f (n)}.Sea

@ Woy..., UnyUps1) = Wpr1 = V) V...V (Upy1 = Up)

Finalmente,b:{yea/(p“(f(O),...,f(n),y) }e@(a).

)G

Corolariog. Si a es finito, entonces @ (a) € 2 (a) y por tanto
P (a) = 9 (a). Ademas (sin AE), | 2(a) | =2 > | a

Proposicion; (AE). Para cualquier conjunto a,
1. |a|=|2@).
2. Si a es Infinito, entonces |2(a) | < | a|. Y por tanto, | 2(a) | = | a.
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Prueba:
1.Sibe a, entonces (b} ={yealy=b}eD(a).Asi,a 3D (a).

2.|12@| <

)G

Ural = lal s = Jal

Proposiciong. Si a es un conjunto transitivo, entonces a € ¥ (a).
Prueba: Consideremos la férmula v, € vy. Por la Proposicién; tenemos que,

Yvp€a {yea/ye vo}eg(a)

)G

la cual para un a transitivo, se convierte a Vv, € a, vy € 9 (a).
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