Teoria de Conjuntos 111 L

Los conjuntos Constructibles.

Aqui estaremos trabajando en todo ZF.

Definicion,.
I. La funcional L queda definida recursivamente sobre OR como sigue,
L: OR—V
i). L() = @
ii). Vo, Leyw = 2 (Ly)
iii). VYaeLIM, L, = (JLg
IL.L= L pea
aeOR
Proposiciong.
I ¥a | Lo Ry |.
2. LcBF =V
ABF

Prueba: La haremos por inducién sobre OR.
i). Lo = @ =R,.
ii). Lo+ = 9 (La) < © (Lo) I-%I ® (Re) =Ras1
iii). Paraa € LIM se tiene Ly = | JLg < | J R =Ra

Pf<a HI Bf<a

Corolario;.

1. Vnew,L, =R,

2. L,=R,.
Proposicion,;.

1. Vnew, |Ly| <|Lnpwi | =2 <Ry

2. |Ly | =R

3. Yaz o, |Ly| =|La |
Proposicién;,. Para cada a € OR

1. L, es transitivo.

2. VE<a (Lg SLy).

Prueba: Se hara por induccion sobre OR, en su 1la. forma. Supongamos que 1
y 2 son ciertas para todo ordinal f < o y probemos que también lo es para a.
Tenemos tres casos. Cuando a = 0 y cuando a € LIM son inmediatos. Veamos el
caso en que o = 3*. Tenemos entonces, por definicion, Ly = Lg+ = 2 (Lg) y sabemos
que 9(Lg) < @(Lp). Ahora, por HI, Ly es transitivo y de la Propg, tenemos que
Lg <2 (Lg). Con todo esto obtenemos que,

LscLloco(Ls) so Ly
Con lo cual, a cumple tanto 1 como 2. kA
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Corolario, ;.
1. L es transitivo.

2. Vo [Lg € Loy
3. Va,p [a <P — Ly € Lg]

Prueba: 1 y 2 son inmediatos de lo ya visto. Para 3,

sia <P, entoncesa<a” <P y Ly € Loy S L. 2

De la definicién de L tenemos que si x € L, entonces el primer a tal que x € L,
debe ser un ordinal sucesor.

Definicions. Para cada x € L, el L-Rango de x, queda definido como sigue,
pL(x) =) {ﬁ/xeL;m}
0j0:p.: L—OR

Proposicion,,. Para cada a € OR, se tiene que

La:{xeL/pL(x)<(x}

o

Prueba: TAREA.

Algunas propiedades de L

Lema;s. En ZF - ZF;5 tenemos,
1. ord (x) < x es transitivo & x estd ordenado totalmente por €.
2. Hay una férmula ¢ (x) equivalente a una A tal que ¢ (x) < ord (x).
3. ord (x) es absoluta para cualquier modelo transitivo, segin ZF- ZF;

Prueba:
1. Inmediata del ABF.
2. x es transitivo - VyexVzey (z€ x) (eq.aunaly) y

x estd ordenado totalmente por € —
VyexVzexVwex (yez& zew—yez) &
& VyexVzex (yezvy=zvzey)
(eq. auna Ay).
3. Inmediata de 2. 2

Asi, si ZF - ZF5 = M es transitiva, entonces
i).ZF-ZF; - Vx e M |ord (x) — ord (x)]
ii). ZF - ZF5 - ORM = ORN M.
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Recordemos que aqui estamos trabajando en todo ZF.

Proposicion;g.

VxeM [ord"(x) < ord (x)]

OR'=ORNL

Va [LeNOR = af

Va [a€Lly & pL(a) =qf

OR c Ly, por tanto, OR" = OR.

Prueba: Puesto que L es una clase transitiva, se tiene 1y 2. Veamos los otros.

AN ol ol A S

3. Se hara por induccién sobre OR, en su 2a. forma.

i).LonOR=@NOR=0.

ii). Supongamos inductivamente que, L,NOR = a. Probemos que L+ NOR = ™.
Puesto que,

o =LyNOR € Le+r NORS R+ NOR € at = au{a}

bastaria probar que a € Ly+ N OR, es decir a € Ly+. Tenemos

a = LamOR:{xeLa/ord(x)} = {voeLa/ordL“(vo)}E@(La)=La+

Ly transa
iii). Supongamos a € LIM. Asi,
LyNnOR = (ULﬁ)m OR = |[J(LgnOR) = JP = «
B<a P<a HI P<a
4. Sesiguedequeacea” =L+ NOR. Y
5. Es inmediato de 4. kA
Proposicién;;(AE). Ya = o, |Ly| = |«

Prueba: Por induccion sobre OR, en su 2a. forma. Tomemos en cuenta la Propy;
anterior.

D). |Lo|=Ro=|0]

i) [Lor | = | La| = |a] = o]

iii). Supongamos que a € LIM. Puesto que a = L, N OR < L,, tenemos que
|| = | L« |- Veamos el otro lado.

ULs qu( U Lﬁ)

P<a w=Pp<a

iLO‘|: = SNO+ Z |LB|I—?I

ws=P<a

= 2 Bl =a]- Sup || = |«

wsp<a w=p<a

)G

TAREA: | Ly | = | Ry | syss a = T,.
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Proposicion,g. La funcional L, es absoluta para modelos transitivos de ZF- ZFs,
segun ZF.
Prueba: Sabemos que D f (a, n) es absoluta y como & se puede expresar por com-
posicion a partir de D f (a, n), tenemos que 2 es absoluta. Finalmente, L, esta

definida por recursion transfinita a partir de absolutas (@, 2 y U). 2
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