Teoria de Conjuntos II1 ZFenL

ZFenlL

Aqui estaremos trabajando en ZF y probaremos que todos los axiomas de ZF son verdaderos
enL.

Proposicion (ZF). L es modelo de ZF.

Prueba:

1. (ZF;)": (Ax. Extensionalidad)".
Es inmediato de que L es un Modelo Estandar.
2. (ZF»)" : (Ax. del conjunto vacio)".
Pues L es un Modelo Estandar y se tiene que @ =Ly € L; < L.

3. (ABF)": (Ax. de Regularidad)".

Este axioma es verdadero en cualquier clase M # @, con tal de que M < BF y aqui tenemos
que V =BF.

4. (ZF7)": (Ax. de Infinito)".
Pues L es una modelo transitivo y w € OR = OR" € L. Ademads w" = .

5. (ZF3)": (Ax. del Par)t.

Sean a, b € L. Puesto que L es transitivo, basta ver que {a, b} € L. Hay pues, un ordinal « tal
que a, b € Ly. Puesto que {a, b} es un subconjunto finito de Ly, tenemos que

{a, b} € D (Ly) =Lg+ €L
Incluso {a, b}* = {a, b}.

6. (ZF4)": (Ax. dela Uni6én).

Como en el caso anterior, basta ver que Vx € L, Jx € L. Sea pues a € L. Hay un ordinal « tal,
que a < Ly. Como L es transitivo, entonces |Ja < L. Asi,

Ua={xele/3y(yeasxey)} =

= {unela/ @y vew & viey) @) €D Ly = Lo

Ly transa

Portanto Ja € L.

7. (ZF5)": (Ax. de Potencia)’.

Sea a € L. Veamos que @ (a)NLe L. Sea b = {xeL/ x < a}. Ahora bien, para cada x € b sea
ax=pr(x)+1(asi, xeLy ) yseaa=U{ay / x€ b} (x€V por el esquema de comprensiény el
axioma de la unién). Asi tenemos que para cada x € b, se tiene x € Ly. Por lo que,

b:{xeLa/xga}:{vleLa/ (vlgvo)L‘x(a,vl)}€@(La):L(x+ cL
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8. (ZFg)": (Esq. Ax. de Comprension)"

Recordemos que para tener que (ZFg)" es suficiente con tener que para cada e—férmula
¢ (w, wy,..., wy,) con todas sus variables libres como se muestran, se tiene que

Vx, wy,..., W, €L {wex/(pL(w,x, wl,...,wn)}EL

Puesto que nuestra definicion de Ly+; = D (L) y la definicion de D (Ly) involucra relativiza-
cién a Ly yno a L, tendremos que usar una herramienta adicional, los Teoremas de Reflexidon.
(Pendiente.)

9. (ZFg)" : (Esq. Ax. de Sustitucién)"

Para probar que (ZFg)", puesto que ya tenemos que (ZFg)", es suficiente con mostrar que
para cada e-féormula ¢ (x, y,a, wy, ..., wy) con todas sus variables libres como se muestran y
cada a, wy,..., wy, €L, si se tiene que

VxeadlyeLo'(x,y,a,wi,...,w,) (%)

hay que concluir que

dbel {y/EIxE a(pL(x,y,a,wl,...,wn)}gb]

Supongamos pues (*) y sea

a=U{pL(y)+1/3xeag (xyaw,...,w,)}

(ax €V, por Sustitucion y Ax. Uni6). Sea b = L. Tenemos que b =Ly € Lo+ S L, esdecir, be Ly
ademas,

{y/Elxea(pL(x,y,a,wl,...,wn)} cb
&
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(ZFe)"

Para la prueba necesitaremos el Teorema de Reflexion, que a la letra dice,
Si Z una clase no-vaciay Z_: OR — V son tales, que
). a<Pp—Zy S Zp.
ii). BeLIM—Zg = |J Zo. Y
a<pP

ii). Z= | Za
aeOR

Entonces, para cualesquiera e-férmulas ¢, ..., ], se tiene que

Vadp>a |BeLlIM & Zg # @ & @y,...,¢; son absolutas Zg, Z

Sabemos que Ly L_ cumplen con las hip6tesis del TR.
Prueba de (ZFg)" :

Sean ¢ (w, x, wy,..., w,) una e-férmula, con todas sus variables libres como se muestran, y
fijemos a a, by, ..., b, € L. Probemos que

{wea/ch(w,a,bl,...,bn)}eL

Tomemos un a € OR tal, que a, by, ..., b, € Ly. Por el TR, hay un f > « tal que ¢ es absoluta Lg, L.
Por tanto tenemos que a, by, ..., b, €Lgy

VYwelLg [(pLﬁ(w,a,bl,...,bn)HLpL(w,a,bl,...,bn)]
Y de esto junto con la transitividad de Lg obtenemos,
L _ Lg
wea/ ¢ (waby,...by)t = welsg /W (w,a,b,..., by)

donde y es la formula (w € a & ¢). Este dltimo conjunto es un elemento de D (Lg) = Lg.; S L.
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