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Teorema de Reflexion

Aqui estaremos trabajando en ZF".

Notacion. De ahora en adelante, salvo que se diga otra cosa si escribimos
¢ (y1,---,yx) quiere decir que las variables libres de la e-férmula ¢ son exactamente
1,..., ¥n. En algunas ocasiones escribiremos y en lugar de y,,..., y,.

Definicion. Una lista finita de e-férmulas se dice que es Cerrada bajo Subfor-
mulas syss toda subférmula de una férmula de la lista estd en la lista (y ninguna de
la lista usa el cuantificador universal, V).

Asi, si @y,...,p,-1 es cerrada bajo subférmulas, entonces para cada i € n, se
tiene que ¢; o es atomica (ie. de la forma (x = y) o (x € y)) o0 es una negacion, (7¢;)
para algin j € n, 0 una conjuncion, (¢; & @) con j, k € n o es una cuantificacion
existencial, 3x¢; para algin j € n.

Puesto que una férmula es una expresion finita, de hecho, una sucesion finita de
simbolos, tiene un nimero finito de subférmulas; por consiguiente, toda lista finita
de féormulas se pude extender a otra lista —finita— que sea cerrada bajo subférmulas.
En el caso en que en alguna férmula aparezca un V, habrd que cambiarlo por 73—,
para obtener una légicamente equivalente.

Necesitaremos el siguiente
Lema, (Test de Vaught-Tarski).

Sean M y N clases, con @ # M < N y sean ¢, ...,(; una lista de
e-formulas cerradas bajo subformulas. Son equivalentes las siguientes afirmacio-
nes,

(@ ¢,...,;son absolutas M, N
(b) Cada vez que ¢; sea de la forma 3x ¢; (X, y1,...,yn), se tiene que
V¥,..o, Jn€M [EIxEN(plf(x,yl,...,yn) — EIxEM(p]N(x,yl,...,yn)]
Prueba: Probaremos ambas implicaciones en forma directa.
(a) = (b) ] Supongamos que @; (y1,...,¥n) = 3x @;(x,y1,...,¥x) . Ahora, fijemos

Y1+, ¥n € My supongamos que 3x € N @ (x, 1,..., ¥»), es decir que @} (y1,..., ¥n) -
Por (a), tenemos que @; (yl,..., yn) es absoluta M, N y de aqui obtenemos que
¢M(y1,..., yn), es decir,

3x eM @Y (%, 1,4, ¥n) ()
Por otro lado, también por (a), tenemos que @; (x, Yir--- yn) es absoluta M, N, es

decir, Ve M @} (5,70, 7a) = @ (70,
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De esto ultimo y de (), concluimos que 3x € M q)l;T (2, ¥1,--- Yn)-

(b) = (a) | Probaremos algo mds general, que toda férmula tiene la propiedad:

para toda ¢, si ¢ cumple (b), entonces ¢ es absoluta M, N. Y esto se hara por
Induccién sobre la formacién de e-férmulas.

La base de la induccion, para atémicas, es trivial, son absolutas M, Ny en el
paso inductivo los casos de los conectivos & y 71 son inmediados de la hipotesis
inductiva. Veamos el caso de la cuantificacion existencial.

Supongamos inductivamente que ¢ (X, y1,..., y») es absoluta M, Ny probemos
que 3x@ (X, y1,...,y,) también lo es. Fijemos y,,...,y, € M, tenemos

Bxe(x7))" ~ IJeMeM(x7)

— AxeMoe™(x,y) H.I.
<~ AxeNeN(x,¥) —)McN; <) (b)

)G

- (Axe(x,¥)"
Pasemos al Teorema de Reflexion.

Proposicion,.
Sean Z una clase no-vaciay Z_: OR — V tales, que

i). O(<[3—>Z(x - Zﬁ.

ii). peLIM—Zp = | JZo Y
a<p
ii). Z = | Za.
aeOR

Asi, para cualesquiera e-férmulas @y,..., @}, se tiene que
Yadp>a [ PeLIM & Zg # @ & @1,...,¢; son absolutas Zg, Z
Algunos comentarios son necesarios.

1. Se pide que Z sea una clase no-vacia, pero no que sea una clase propia. SiZ €V,
entonces Z = Z, para un ¢ lo suficientemente grande y el resultado es trivial.

2. No se estd exigiendo que para todo «, Zy # @ ya que para algin &, lo suficiente-
mente grande, se tiene que todo § > ¢, Zg # @.

3. Parala prueba usaremos el Test de Vaught-Tarski donde N = Z y encontraremos
un ordinal  tal que M = Zg el cual cumpla (b). Es decir, un § > o tal que Zg sea
cerrado bajo los existenciales de ¢;,..., ;.
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Prueba: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢y, ...,(; €s una
lista cerrada bajo subférmulas.

Para cada formula ¢ (y;,...,y,) de la forma 3x y(x, y1,..., ), definimos la
funcional G, como sigue,

Gy: Z"— OR
0 Si¢” ()
VyeZ' G,(¥)= . _
N{neOR/3xez,v*(x7)}  Sig?*(F)

Observemos que si y € Z" es tal, que ¢ (7} ), entonces hay un
x€Zg, (7) tal, que y* (x,y).

Ahora, para cada formula ¢ (y1,. .., y,), definimos la funcional F,, de la siguiente
manera,

Fo: OR — OR
0 Si ¢ () no es existencial
V&, Fy () =
U {G(p (¥)/7e Z’g} Si ¢ (y) es existencial
0j0:
(1) La funcional F,, estd bien definida gracias al Axioma de Sustituciéon —
Gy, 22| € V.

(2) &1 <& —Fy(€1) =Fy(Ey). Pues Zg, S Zs,.

Afirmacion. Sif € LIMy paracadai € {1,..., 1}, se tiene que VE < f [F,, (§) < B,
entonces ¢y, ...,; son absolutas Zg, Z

Aqui usaremos el Test de Vaught-Tarski. Supongamos que ¢; es un existen-
cial, digamos Jx ¢; (x, ¥1,-.., ¥n). Fijemos y1,..., yn € Zg y supongamos que 3x €
Z (pf (x,¥1,..., ¥n), demostremos que
3x € Zg @7 (x,y1,...,yn). Puesto que B € LIM hay un & < p tal que y1,...,y» €
Zz, < Zp, pero entonces 0 # Gy, (1,-.-, Yn) < Fy, (§o) con x € Zg,, - Finalmente,
Zr,, &) < Zp, pues Fy, (So) <P. Asi,
AxeZg (p? (%, Y1)+, Vn)-

Sea o un ordinal arbitrario, encontremos un ordinal § > «, tal que Lg # @ y
cumpla con las condiciones exigidas en la afirmacion anterior. Sea {, el primero de

todos los ordinales (, para los cuales L; # @. Ahora, definimos recursivamente la
sucesion {B,} _ como sigue,

Po = aulp

Vpew, Bpa = max{ﬁp +1, g, (Bp),---» Fo, (ﬁp)}
Zafael Rojas Barbachano 3 / 4

PEW



Teoria de Conjuntos 111 Teorema de Reflexion

0j03): a<sPo<Pi<Po<--

Ahora, sip=Sup{p, / p € v} entonces f es uno que nos sirve. Tenemos de (3),
que P € LIM, p > ayLg # @. Finalmente, si £ <f, hay un p € w tal, que { <3, y para
cadai€{l,...,1}, se tiene que

Fo. () < F,. < <
P (E') @) P (ﬁp) Defﬁp+1 ﬁp+l 3) [3

2

L]

Al suponer el ABF, podemos usar la proposicion anterior con Z=BF =V y
Z_=R_, yobtener el importante resultado siguiente,

Corolarios(ZF). Para cualquier lista finita de e-férmulas ¢;,...,; se tiene que,

Yo dp >a | @y,...,¢p; son absolutas para R
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