Teoria de Conjuntos II1 AEenL

El Axioma de Eleccion en L

Trabajando en ZF, veremos que el AE es verdadero en L, O bien, L es un modelo del Axioma de
Eleccién, segin ZF. Dicho de manera formal, probaremos que,

ZF - AEF

Obteniendo asi, la consistencia relativa del Axioma de Eleccién con el resto de los axiomas de ZF.

Tomaremos una version equivalente al AE, el Teorema del Buen Orden (TBO). Puesto que “r
bien ordena a x” es absoluta ! para modelos de ZF, basta probar, en ZF, que

Vx eL3r e L(r bien ordena a x)

Ahora bien, si x € L, entonces x € L para algan a € OR. Si logramos bien ordenar a Ly, digamos
por <4, tendriamos que x es bien ordenable —con <y N (x x x). Una pregunta imprescindible es,
; <q € L? Larespuesta no es muy sencilla, como veremos no es posible asegurarlo y nos vamos a ver
obligados a usar una hipétesis adicional, el axioma de constructibilidad, V = L.

La idea es pues, definir un buen orden para L, para cada ordinal a. Puesto que la jerarquia de
los constructibles es acumulativa, nuestros buenos 6rdenes podrian bien ser uno extension de otro,
es decir, si a <3, entonces <q< <g . Esto se lograria con una definicién recursiva, una definicion
recursiva sobre OR en su 2a. forma.

La base es obvia, <g= @ y para el paso limite, seria cuestion de referirlos a los niveles anteriores.
El paso critico es el sucesor; definir un buen orden, <1, en Ly+1 =2 (L), teniendo a la mano el
buen 6rden <, de L. Y este paso lo podemos atacar en forma general, es decir, si un conjunto a es
bien ordenable, entonces &2 (a) también es bien ordenable.

Consideremos un conjunto arbitrario a y supongamos que { a, <,) € COBO. Para intentar dar
un buen orden a ¥ (a), recordemos que la definicion de 2 (a), nos remite a Df (a, n) y ésta a su
vez alade Df’ (k, a, n). Daremos una enumeracion (con repeticiones) de D f (a, n) para cualquier
conjunto ay cualquier natural 7.

Definicion,;. Sea a un conjunto cualquiera. Definimos recursivamente, sobre m € w y simulta-
neamente sobre todo n € w, la siguiente funcional,

VmewVnewEn(m, a, n)

como sigue,

Diage (a, n, i, j) sim=2%.3/
Diag-(a, n, i, j) sim=21.3/.5
"a\En(i, a, n) sim=2.3/.52

En(m, a, n) =< . . . | aj =3
En(i, a, ) NEn(j, a, n) sim=2'-3/.5
Proy(a, En(i, a, n+1), n) sim=2i.3/.5%
@ en otro caso

! Ver la Prop; del cap. Absolutez - B y tener en cuenta que aqui tenemos el ABF, es decir, V = BF.
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Proposicion,.

VnewVYa|Df (a, n):{En(m, a, n /mew}]

Prueba: Sugerencia:

2 ] Probar por Induccién sobre m € w que,
VnewkEn(m,a, n)eDf (a, n).

c ] Puestoquesir e Df (a, n) = | Df’(k, a, n), tenemos que hay un k € w talque r e Df’ (k, a, n).
kew

Probar por Induccién sobre k € o que,

Vnew|Df'(k, a, n)g{En(m,a, n) /meu)}]

Corolario,. |D f(a, n) | =No
Corolarios.
MD(a)={x§a/EIn€u)Els€ "adme w [x:{yea/s/\yeEn(m, a,n+l)}]}

Con esto ya estamos preparados para atacar el buen ordenamiento de & (a).

Si tomamos en cuenta el tltimo corolario, nos falta tener un 6rden en "a. Usaremos el orden
lexicogréfico, el cual lo simbolizaremos por <1} . Asi, si s, t € ""a se tiene que,

st syss Elk<n[s[k:t[k & sp<gty
Obsérvese que <1/ bien ordena a "a. Ahora, para cada x € 2(a) sean,

=¥ 1y, el primer natural n tal que

dse "Ly Amew xz{yeLa/s/\yeEn(m,a,n+1)}]

= s, el <;*-menor de las sucesiones s de longitud 7, —s € "*L- tal, que

dmew

x:{yELa/s/\yeEn(m,a, nx+1)}

=« my, el minimo de los naturales m, con la propiedad

x:{yELa/sx/\yeEn(m,a, nx+1)}

Formalizemos todo lo que hemos hecho.
Definiciony. Sea <, un buen orden para a. Para x, y € 2(a),

[nreny] v

(ne=ny) & (se<itsy)] v

X <9@ Y SYysS

(ne=ny) & (sc=35,) & (meem,)]

Proposicion,. Si <, bien ordena al conjunto a, entonces <g 4 bien ordena a 2 (a).

Con esto ya podemos dar con todo rigor la definiciéon recursiva de <4 & Ly x Ly para todo
a € OR.
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Definicions. Sean x y y conjuntos arbitrarios.

L. <o=9
II. Supongamos definido < . Definimos,

[x,yELa&(x<ay)] v

\Y

X<q+1)Y SYSS X, Y€ Lgs1 & [xeLa&ysta
[x» yé€La & (x<@(La)y)]

III. Sea a € LIM y supongamos definido <g para todo ordinal f < a. Definimos,

pL(x) < pL(y)
X<qySyssx, yeLy & { V
pL(0) =pL(¥) & (X <pro+1Y)

Podemos ahora consolidar todo lo anterior.

Proposiciéns (ZF).

1. Va (L, <o) € COBO.
2. YxeL (x es bien ordenable).

Proposiciéng(ZF).
1. V=L — Vx (x es bien ordenable)
2. V=L - TBO

3. V=L — AE
Corolario-,
1. ZF+V =L - AE.
2. ZF - AE"
Prueba: El 2 se obtiene de 1, tomando en cuenta que L es un modelo de todo ZF + V =L, segtin ZF.
2
<

Corolariog (Godel 1939).

ZF + (ZF +AE)"

CON (ZF) = CON (ZF + AE).

CON (ZF) = ZF ¥ - AE

ZF+ (ZF+AE+V=L)".

CON (ZF) > CON (ZF + AE +V =1)
CON(ZF) > ZF + AE F V #£L

N

Zafael Rojas Barbachano 3/4



Teoria de Conjuntos II1 AEenL

Un par de comentarios antes de terminar.

Corolariog. Si para x, y € L ponemos que
x<Ly syss Jda[x<qy]
entonces <y, Bien Ordena a L.

Es decir la clase de todos los conjuntos constructibles es bien ordenable. Este resultado, bajo la
suposicion del Axioma de Constructibilidad, V =L, es una forma fuerte del Axioma de Eleccion,
llamada Eleccién Global, “El Universo es Bien Ordenable”.

Podemos decir algo mads de este 6rden.

Corolario;g.
1. Parax, yelL,
X<Ly syss pL(x)<pL(y)V[pL(x)=pL(y) & (x<pL(x)+1y)]

2. Cada Ly es un segmento inicial de L en el orden <.
3. Elorden <, restrigido a Ly es, <q.
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