AE — TBO

Ya que se hemos visto los ordinales y hemos enunciado el Teorema de la Recursién para
OR, veremos como utilizar estas herramientas en una de las demostraciones que ya platicamos
alguna vez, pero que dejamos pendiente. Recordemos antes dos enunciados equivalentes.

Axioma. (Eleccion, AE). Dice que “cualquier conjunto x cuyos elementos no sean vacios tiene
9
una funcion de eleccién (electora)”, lo que formalizamos alguna ocasién como

Vx(@e:x—>Eie(e:x—»Ux/\Vy(yEx—»e(y)Ey)))

e es una electora para x

La parte de color indica que e debe cumplir dos “cosas”:

* ¢ es un objetito de nuestra teoria (un conjunto pues) que resulta ser una funcién de x en
Ux. Ojo; esto se podria escribir a mayor detalle, {Inténtenlo sin perder el hilo!

* A cualquier conjunto que nos tomemos en x (el dominio de e), e lo manda a uno de sus
elementos.

Axioma. (Eleccion para la Potencia, AEP). Dice que “todo conjunto tiene una funcién de
eleccion (electora) para p(x)”, lo que capturamos dentro de nuestra teoria formal como

Vxﬁf(f:p(x)\{@}—»x/\ Vy(yep@)\{g} — f(y)eyl)

f es una electora para @ (x)

Lema 1.

AE — AEP

No es dificil ver esta equivalencia desde ZF, por lo que, en realidad, el lema anterior establece

que
ZF - AE — AEP

Ahora si veamos lo importante:

Proposicion 1 (En ZF).
AEP — TBO

Demostracion. Tomemos un conjunto a de preferencia no vacio (;que pasa si lo fuera?), lo que
debemos es asegurar la existencia de una relacién < que lo bien ordene. La forma usual de hacerlo
es “construir” (con recursién) una biyeccién entre a y un segmento inicial de OR.

Decimos que “construimos” tal funcién, pero para que la construccion jale debemos tener de
antemano una funcién de eleccién para x (sino que chiste). Sea pues e una de tales funciones y
ué¢x.

Para usar recursiéon debemos dar una funcional G : ¥ — ¥'. En nuestro caso, la definimos

como;

G(x):{ z(a\x) si a\x#¢@

si a\x=¢
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Asi, el Teorema de Recursion (una variante) para OR nos da una funcional F: OR — ¥ tal
que
va(F(@)=GFla))
Hagamos algunos célculos:
F0)=G(F[0])=G(®)=e(@\@)=e(a)

B : [ e(a\{e@}) si a\e(@)}#o
F1)=G(F[{0}]) =G ({e@}) = { u si a\{e(a)} =9 (aqui se acabaria).

Los demas salen facil... hehe
Afirmacién: 35(F(g) ¢ a)
Prueba de la afirmacion. Supongamos que la afirmacién no ocurre, es decir;

VA (F(p)<a) (35

;Qué quiere decir lo anterior? Nos agarramos un ordinal cualquiera, digamos y.
La construccion recursiva nos dice que F (y) = G (F[y]).

(x%) = G(Fly])ea = G(F[y]) ¢u

Esto dltimo, junto con la definicién de G nos dice que a \F|y| ¢ . Hay que tener esto en cuenta
en lo que sigue.

Lo que sigue en la prueba es ver que F es una funcional inyectiva de OR en a. Sean a, § tales
que a # . Sin pérdida de generalidad a € 5.

a€f = F(a)eF[f] (%)

Como a \F|[f] ¢ @, entonces

F(6) =e(a\F[]) ca\F[p] = F(§) ¢ F[f) W)

De (%) y (&) se sigue que F(g) # F(a), con lo que terminamos la prueba de que F es inyectiva.
Asi las cosas, F~1 es funcional. Por reemplazo, F~![a] = OR es un conjunto. mm =

Con la afirmacion en mano continuamos

Po=(1{p:F(p) ¢ a;

es decir, fy es el minimo de esa clase. Ahora consideramos F' :=F [4,.

* F’ es una funcional inyectiva. Esta prueba es igual a la de la afirmacién anterior.

* F' es sobre a. TAREA.
Ahora si, F/ es una biyecciin entre Sy y a, solo copiamos el orden de B y listo.
X<,y < Flx)eFlx)
_|

El regreso de la proposicién en sencillo, construyes la funcién mediante el minimo de cada
subconjunto.
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