TAREA 1

Bueno, ha llegado un momento triste :(
Ejercicio 1. Muestre que OR es una clase inductiva.
Ejercicio 2. Sea A una clase no vacia de ordinales. Demuestre lo siguiente:
1.— NA€OR.
2.— NA =1infc A =mincA. {OJO! Hay que probar tres cosas:
i) VaeA(NA<a).
i) VB eA(Va cA(f<a) — P sﬂA).
iii) NA€A.
Ejercicio 3. Demuestre que LIM es confinal en OR. Es decir
Vaaﬁ(a <B &P eLIM).
Ejercicio 4. Demuestre que el 2° Principio de Induccién implica al 1°.
Ejercicio 5 (En ZF~ + AE). Sean a,b,c€ ¥ tales que:

*c~ra &c~gb.
* vijee(izi— ((Fnf()=0) & (gDng()=a))).
* Viec(f(i)~g().

Demuestre que Ua ~Ub. ;Porqué no es necesario ABF?
Muestre (esto si es platicadito) en que casos podemos evitar el uso de AE.

El siguiente ejercicio estd muy padre, nos deja ver que los problemas sin AE estdan en lo mas
béasico. Antes, daremos unas deficiniones analiticosas...

Definicion 1. Sean a R, x € R, e € R", s = (s;);c, Una sucesiéon de nimeros reales.

» Definimos la “bola de radio € con centro en x” como

B.(x):={yeR:lx—-yl<¢}

» Definimos la “cerradura de a como

a:={reR:VzeR"(B,(x)na #3)}
m “lim (s) =x" siy sélo si
Vz(zE[R+ — Eln(nea) & Vm(n<m — meBZ(x))))

Ejercicio 6 (En ZF~). Seana <Ry x€R.
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a) Con AE demuestre que

x € a — “hay una sucesién s, de elementos de a, tal que lim (s) = x”

b) SiacQ, pruebe el inciso anterior sin usar AE.
A partir de aqui ya usamos ABF sin problemas.
Axioma (AED). El Axioma de Elecciones Dependientes dice lo siguiente:

Para todo conjunto x y toda relacion r sobre x, i.e. r S x x x que cumpla que
Yvex3dw Ex((v,w) Er‘)

se tiene que hay una sucesion de elementos de x ( ;Qué quiere decir esto en ZFC?) (x,) e,
tal que Yn €  ((xy,%n+1) €T).

Ejercicio 7 (AED). Sea A una clase y R una relacional izquierda limitada.
Suponga que A no esta bien fundada por R. Demuestre que hay una sucesion infinita (a;);c,
de elementos de A, tales que
Vie w(ai+1 R ai).l

EXTRA: AE = AED.
Ejercicio 8. Pruebe que la funcional F’ dada en la prueba de
AEP — TBO
es sobre a.

(Recuerdan (jja!) que el semestre pasado demostramos que Zorn = AE y que nunca proba-
mos el regreso? Bueno, pues pueden checarlo en los libros de la biblio... ;Ya? Pues ahora vamos
a hacerlo CON RECURSION.

Ejercicio 9. Demuestre que AEP — Zorn.
Hint: Dado (x,<) € COPO y a < x, considere los conjuntos {y € x : y es <—cota superior de a}.
También vean las notas de AEP — TBO.

En el siguiente ejercicio vamos a generalizar la concatenacién de dos 6rdenes parciales.

Ejercicio 10. Sea a un conjunto de conjuntos disjuntos y sea <, una relacién (binaria) sobre a.
Para cada x € a, sean <, una relacién (binaria) sobre x y 7, := (x,<y).
Definimos una relacién < (;lo es?) sobre Ua de la siguiente forma:

dyea(r,sey & r<ys)
r<s e
rez & sez &z#2z2 & z<,2’

Demuestre:

" (a,<,)€COBO & Vxe€a((x,<x) € COBO) — (Ua,<) e COBO. En este caso.... ;Es isomorfo
a un ordinal? ;A cual?

" (a,<,)€COBF & Vxea((x,<;)€ COBF) — (Ua,<) € COBF.

1 ;Qué dice la contrapositiva?
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;Qué puedes decir de los regresos?
;Qué pasa si todas las relaciones son de equivalencia sobre sus respectivos conjuntos?
Como normalmente comenzamos con 6rdenes parciales, al orden asi obtenido se le llama
suma ordenada de los 6rdenes en a 'y suele denotarse como Y ¢, (X, <yx).

Ejercicio 11. Sea a un conjunto. Para cada i € a, sea (x;,<;) € COPO. Definimos el producto
directo de los érdenes en a como ®;c,{xi,<i) = {[l;eq xi,<) donde

(riYiea <(Si)ieq = Vi€a(r;<;s;).
= Demuestre que el producto directo es un COPO.
= Silos x;’s “son” COTO, ;el producto directo es COTO?
= Silos x;’s “son” COPO’s completos, ;el producto directo también lo es?
Ejercicio 12. Demuestre directamente una de las siguientes:
= Zorn — TBO.

» Zorn — VxVy(x <y Vy=<«x).

1.1. ;Alguien quiere ejercicios para escoger?

Ejercicio 13 (Para 1@s topologic@s). Busque y explique la demostracién de que [0, l]N
pacto. Limpiela para evitar el uso de eleccion.

es com-

Ejercicio 14 (Para 1@s analist@s). De dos pruebas, una con AE y otra sin AE de la siguiente
proposicion.
Toda funcién secuencialmente continua (de R en R) en x es continua en x.

Ejercicio 15 (Para 1@s algebraicos@s). Dado un campo %2 y un e.v V sobre k. Muestre que
Todo subespacio vectorial S de V tiene un complemento lineal S’ si y sélo si AE.

Ojo: No pedi el clasico “con axioma de eleccién, todo espacio vectorial tiene base” porque ya todos
vieron la prueba en algiin momento... Si alguien quiere hace el regreso, siéntase libre de buscarlo
y exponerlo.

Ejercicio 16 (Para l@s graffiter@s). El resultado mas bonito a este nivel puede ser el resultado
de DeBruijn-Erdos (1951).

Ejercicio 17 (Recursién). Suponga que los reales son biyectables a un ordinal. demuestre que
Toda funcién real es la suma de dos funciones 1-1.

Ejercicio 18 (Recursién, para 1@s geémetras). Suponga TBO. Hay un subconjunto del plano
con exactamente dos puntos en cada linea.
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