Teoria de Conjuntos Il

Numeros de Hartog y Ordinales Iniciales

Como nos muestran las propiedades de B,, éste es un ordinal que juega un papel
muy importante dentro del orden natural de los ordinales. Este ordinal lleva el nombre
de Numero de Hartog del conjunto a. Formalmente:

Definicién;.
H:V— OR
Vx, H) = {a / ajx}
H(a) es el (Numero de) Hartog de (del conjunto) a.

Proposicidon;. Para cualquier conjunto a, se tiene:
H(a) = {ﬂ / Elu,v|:u Ca&vCuxu & <u, v> € COBO & T(u, v) =/3:|}

Asi, H(a) no es mas que el conjunto de las “distintas formas de bien ordenar” a los
subconjuntos de a. Traigamos aqui las propiedades de B, en esta nueva
terminologia.

Como vimos, H(0) =1y Hw) = o U {ﬂ / B~ a)}.

Proposicidon,. Sean a y b conjuntos arbitrarios.
1. a). Va[a<H(a) — aja:| )
b). H(a) K a
c). VB [H(a) <B - BK a:|
2. H(a) = ﬂ{ﬂ / B & a}.

Asi, H(a) es el primer ordinal que no es biyectable con algun subconjunto de
a.

3. Va [a < H@) — o+ H(a):|. De hecho, Va [a < H@) — a < H(a):|.

4. Sia ~ b, entonces H(a) = H(b).

5. Si{a,r) € COBO, entonces t(a,r) € H(a), t(a,r) <or H(a)y
7(a,r) < H(a).

Proposicidon;. Sean a y p ordinales arbitrarios. Asi,
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1. a € H(a), a <or H(a) y a < H(a).

2. B<H(a) — B~ Ha)
y por tanto, g < H(a) — P < H(a).

3. Sia < B < H(a), entonces a ~ f < H(a).
4. Vy [H(a) <y — a< y:|.
5. H(a) = ﬂ{y / a< y}.
Asi, H(a) es el primer ordinal que es mas grande -en tamafo- que a.
6. Vhew, Hn)=n+1y o < Ho).
7. Ya > o, Ha) € LIM.
8. a < Ha) < HH(a)).

Observemos que:

a). 0<pf < w, entonces f§ < o,
b). o <p < H(w), entonces w ~ f < Hw)y
c). Hw) <y < HH(w)), entonces H(w) ~ y < HH(®)).

Esto nos da un nuevo tipo de ordinales,

Definicién,. Un ordinal a es un (Ordinal) Inicial syss no es biyectable con algun
ordinal anterior. En simbolos:

Vﬁ[ﬁ<a—>ﬁ*a:|

Como ejemplos de ordinales iniciales, tenemos a cada natural y a o y también a
los numeros de Hartog de cualquier conjunto. Veamos algunas propiedades.

Proposicion;. Todos los ordinales iniciales infinitos, son limites:

Ya > o |:oz es inicial — a € LIM}

Proposicion,. Los conjuntos bien ordenables son equipotentes a un unico ordinal
inicial.
Prueba: Supongamos que a € BO. Asi, el conjunto (?) de todos los ordinales
equipotentes a a, es no—vacio. Sea

L
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el ordinal a es inicial.

Observacion:
1. ZF- + (V = BO) — Vx3la [a ~x & aes inicial] De hecho,

2. ZF + (V = BO) < Vx3la [a ~x & aes inicial]

Proposicidons. La unién de un conjunto de ordinales iniciales es un ordinal inicial.

En simbolos:
Va € a (a esinicial ) — |Ja es inicial
Prueba: Supongamos que a es un conjunto de ordinales iniciales. Sean 8 = | Ja y
y < B. Asi, hay un a € a tal que y € a. Porlo que tenemos que y < a < B. Sifuera el

caso que y ~ B, por el teorema del sandwich, obtendriamos que y ~ a, con y < a,
contradiciendo que «a es un ordinal inicial. Por tanto y +~ B y de aqui que f sea inicial.f

Notacion: CAR denotara a la clase de todos los ordinales iniciales transfinitos.

CAR = {a /oa>w & aes inicial}

Corolariog. CAR ¢ V.
Pasemos a dar una lista de ordinales iniciales transfinitos y esto lo haremos
usando recurson general para ordinales en su segunda forma:
Definicién;.
o :OR—YV
. wo=w
l. Va, 0, = Hw,)

. Ya e LIM, 0w, = U{a)g | €< a}

Observaciones:
1. o : OR — CAR.

2. VaVﬂ[wa§ﬁ<wa+ — wa~ﬁ<a)a+:|.

3. Va |:coa+ = ﬂ{ﬂ /| @ < ﬂ}:|
4. Va [W - n{p / Binicial & B > w}} :
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Si a es un ordinal, entonces

a. g < Wqg+

b. v | pinicial & f> 0. — w. < f]

5. Tenemos que 0 Yy o, (de hecho, cualquier o, con a un limite) no son
Hartog de algun ordinal (¢, Por qué?). Sin embargo es consistente, con ZF~,
suponer que son el Hartog de algun conjunto —por supuesto no—bien
ordenable.

Proposicién;. La funcional ® es mondtona y por tanto inyectiva.
VaVB[a<ﬁ —r <w5:|
Prueba: Sea a € OR arbitrario. Probaremos por induccion sobre los ordinales —2a.
forma—que: VB[ a < B — wa < wp |. Seapues p(B) = [ a < B — 0. < wp ]
1). (0) : Es trivial el hecho: a < 0 — 0, < .
. vp [ o(B) — o(pY) :| : Sea pues f € OR y supongamos inductivamente que

o(p). Ahora bien, si a < B*, tenemos que a < 8 < *, por lo que, por H.l. y por ser o _
una funcional, ®, < wg. Pero wg < H(wp) = wp+, concluimos que o, < @p-.

). vp e LIM [vg <Bo) — (p(ﬁ):| : Sea pues f € LIM y supongamos que
a < f. Como wp = U{a)g /€< ,B} ya < a' < f, tenemos que

0, < Hw,) = 0+ < wp. t

Proposicions. La funcional o es sobre los ordinales iniciales infinitos:
CAR < IMG(» )

Prueba: Sea ¥Y(B) = [ B € CAR — Fa (w, = B) ] Probemos que VS W(pB) y esto lo

haremos por induccion sobre OR, en su 1a. forma.
Sea pues, B € CAR. Consideremos a

b= {5 / §<ﬁ&§ecAR}
por hipotesis inductiva tenemos que,
b= {a)a /| Wq < B}
Ahora nos fijjamos en la pre—imagen de b, bajo o _, es decir en

{a/a)a<ﬂ}

pero éste es un conjunto transitivo de ordinales, por lo que es un ordinal, digamos 7.
Analizemos a y :
10.) Siy = 0. Aqui, b = @y por tanto = 0 = 0o = ,.
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20.) Siy = 6* para algun 6. Tenemos que § = max.,, y y puesto que o _es
mondtona, tenemos que ws = max<,, b. Asi, ®s < , y como B también es inicial, se
tiene que ws < ws+ < B. Ahora bien, por la maximalidad de o, es imposible que
ws+ < B. Concluimos que 0, = ws+ = P.

30.)Siy € LIM.
®, = U{wa / a< y} Por definicion de o
_ U{wa | g < ﬂ} Por definicién de y
= b Por definicion de b
< B B es cota superior de b

Nuevamente, tenemos que o, « B. Asi, f = o,.
En cualquier caso resulta que o, = fy por tanto § esta en laimagen de o_ . i

Corolario. La funcional o , establece un isomorfismo entre la clase de los
ordinales y la clase de los ordinales iniciales transfinitos:
OR, € = CAR, €

Q)
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