Teoria de Conjuntos |

Numeros Naturales

Von Neumann (1923): un Numero Natural es el Conjunto de los numeros naturales
anteriores a él. Abusando de la notacién, podemos poner:

n+1=40,1,...,n})
Asi, nosotros podriamos definir natural por natural, de la siguiente manera:
Definicion;.
0=0
t={0}={9}
2=40,1} = {0, {0}
3=40,1,2} =<0, {0}, {0.40}}
4=10,1,2,3} = {0, @}, {0.{0}}, {0,{0},40,40}}}

Obsérvese que estas definiciones estan bien dadas, puesto que se basan en: ZF,,
ZFz Yy ZF3

CONSTRUCCION

La definicién de numero natural que optamos, la de Von Newman, es una
definicion puntual y se quisiera una definicion global es decir una de la forma:

X €s un numero natural syss x es un conjunto tal, que ...

(donde, obviamente, en ..., no debe aparecer involucrada la nocién de numero
natural).

Para darla, tratemos de entresacar propiedades que tengan en comun los
conjuntos de La Lista: 0, 1, 2, 3, ... e intentar dar dicha definicion.

Vemos a simple vista, que los conjuntos de /a lista cumplen con dos propiedades:

(1) Todo elemento de uno de /a lista esta en la lista. Dicho de otra manera: todo
elemento de un numero natural es otro numero natural. Dejemos por lo pronto
pendiente esta propiedad.

(2) El “orden” entre ellos es e:
Dele2el3e ..

Informalmente: Si n y m estan en /a lista
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n<msyssnem

Veamos esto mas de cerca:

Entre los elementos de uno de ellos, digamos #, la € lo ordena totalmente: En
simbolos:

(n, €, ) e COTO

en sentido estricto, es decir, la € es irreflexiva sobre n. Mas aun, la € lo bien ordena:
Todo subconjunto no—vacio de » tiene un elemento e—minimo:

<n, €, > e COBO

0jO: {1, 2, 3} e COBO, pero no es uno de /a lista. Asi, el ser bien ordenado por
la € es una condicidn necesaria pero no suficiente como para estar en /a lista.

Otra propiedad que vemos que tienen es,

(3) Los de /a lista, cumplen con,
Dele2el3e ..
y al mismo tiempo con,
dclc2c3c..

Es decir, cada vez que un elemento, uno de /a lista, pertenece a otro al mismo
tiempo es un subconjunto. Esta propiedad tiene un nombre especifico.

Definicién,. Un conjunto a se dice que es un (Conjunto) Transitivo syss
Vy[y €a — yc a:|
Observacion. Los siguientes enunciados son equivalentes.
a) Vy[yea —>yga:|
b) Vy[y €a — ye @(a)}
c) a< pla)
d) ac p(p(a))
e) Vx,y[(xey&yea) —»xea:|
f) Jaca
g9) Uae pa)
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Todas éstas son definiciones alternativas. Debido al e) es el nombre de transitivo.
Esta nocidn se generaliza para clases y relacionales arbitrarias:

Definicién;. Sean 4 una clase y R una relacional. Diremos que la clase 4 es
R-Transitiva syss

Vx,y[(ny &yed) - xe a:|

Dicho de una manera coloquial, 4 es R—Transitiva syss 4 es cerrada bajo
R-predecesores. Observemos que 4 sea —transitiva es lo mismo que 4 sea transitiva.

Consideremos a = {0,{0},{{0@}}}. El conjunto a es un transitivo que no esta en la
lista. Asi tampoco, el ser transitivo, es una condicion suficiente para estar en /a lista.
En este mismo conjunto ¢, vemos que la € no es transitiva y por tanto la € no lo
ordena totalmente y, mucho menos, lo bien ordena (esto nos da un ejemplo de que
las nociones de ser un conjunto transitivo y de que la € sea transitiva no son
equivalentes).

Ahora pensemos en un conjunto que es tanto transitivo como bien ordenado por la
pertenencia; ¢ estara en /a lista? Hay un problema; bien podriamos tener uno con
estas propiedades y ser “muy grande”, ser un conjunto jinfinito! y todos los de la lista
son“finitos” (esa es la idea, a pesar de no tener la definicién de infinito). Esta idea de
“finitud” se puede capturar de la siguiente manera:

(4). Todo subconjunto no-vacio, de uno de /a lista, tiene e—-maximo.

Con esto tenemos las herramientas suficientes para poder dar una definiciéon
global de numero natural:

Definicién,. Un conjunto n es un (Numero) Natural syss
) n es un conjunto transitivo.
-+) {n, €, ) € COBO en forma estricta. Y

.+ +) Todo subconjunto no—vacio de n, tiene €, —maximo.

Observacion:

Entre los elementos de un natural no hay cadenas “finitas” cerradas con la €,
en particular un natural no se pertenece a si mismo (la € es irreflexiva sobre cualquier
natural) y no tiene dos elementos que se pertenezcan mutuamente (la € es asimétrica
sobre cualquier natural).
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Una manera economica de trabajar con la definicién de natural, nos la da la
siguiente:

Proposicion;. Son equivalentes:
1. n es un natural
2. i) nesun conjunto transitivo.
ii) € es asimétrica sobre n : —3x,y € n |:x €Ey & ye x:|
iii) Si b es un conjunto tal que # + b < n, entonces
a) btiene €, —-minimo;y
b) b tiene €, —-maximo.

3. i) mesun conjunto transitivo.
ii) eesirreflexivasobren : Vx e n[x ¢ x|
iii) < es tricotobmica sobre n : Vx,y € n |:x EYyVy=xVyEe x:|
iv) Sib es un conjunto tal que # # b < n, entonces
a) btiene €, —minimal; y
b) b tiene €, —-maximal.

Prueba: TAREA. +

Notacion:

N = {x / x es un natural}

De principio, N es una clase, quedara pendiente el responder a la pregunta: ¢,
existe N ? es decir,  Ne V'?

Por lo pronto, pasemos a ver que nuestra definicién de numero natural nos esta
funcionando bien; veamos la propiedad (1):

Proposicidon,. Todo elemento de un natural, es un natural; o bien:
N es una clase transitiva.

Prueba: Sean e Nyx € n. Veamos que x € N :
i). x es transitivo: Es inmediato de que » es transitivo y de que € es transitiva sobre

ii). € es asimétrica sobre x : Ver la observacion anterior.
iii). Sea b tal que ¥ + b < x. Puesto que n es transitivo y x € n, tenemos que

@ + b < n. Asi, b tiene tanto €, —-maximo como €, —minimo y por tanto (Tarea) 5 tiene
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€, —maximo y €, —minimo. De hecho:

mine, b = mine, b 'Y maxc, b = maxe, b T

Otra propiedad que vemos que tienen los de /a lista, es:

(5): A los de /a lista, los podemos “descomponer” de la siguiente manera:

2={0,1} = {0} U{l} = LU {1},
3=1{0,1,2} = {0,1} U {2} =2U {2},

4 =40,1,2,3 =40,1,2} U{3} =3 U3},
5=4U{4), ...

Y por supuesto, podemos escribirque 1 = {0} =0U {0} = 0U<{0}. Al 0, no
podemos “descomponerlo”, éste ocupa un lugar privilegiado. Abusando de la
notacién, solo para dar una idea de lo que esta pasando, escribimos esto como:

n+1=nU<{n}

Esto nos da la idea de que los de /a lista, los podemos ir “recorriendo” uno por uno
partiendo desde el 0. Lo primero que tenemos que tener en cuenta es que con los
axiomas que tenemos (de hecho, con ZF,, ZF; y ZF, ), podemos probar:

Vx3Aly(y = x U {x})
lo que nos define una funcional:

Definicions.
R 4
Vx, xt=xU<{x}
Si a es un conjunto, al conjunto a™ le llamaremos, el Sucesor de a.

Observaciones:
). = {e) ry=xUg )= {w/ 33 (w= o) & y=xUs)}
i), 0F=1,1"=2,2"=3,3"=4, ...
iii). ‘v’x(xefr &xgx+>
iv). 0 ¢ IMG(_*), o equivalentemente, —3x(x* = 0)
Como veremos mas adelante —ahora es imposible— la funcional sucesor al
restringirla a los numeros naturales, * | N, trabaja “a las mil maravillas”. Entre un

natural y su sucesor no hay otro —el sucesor de un natural, es su Sucesor Inmediato—
y también es inyectiva, no hay dos naturales con el mismo sucesor.
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Estas propiedades, en general, no son ciertas. Al decir que el sucesor es un
sucesor inmediato, lo que queremos es que la funcional sucesor trabajara de la
siguiente manera:

Vx—Jy xey&yex*)

Bien podria ser —nadie, hasta ahora, nos lo impide— que hubiera un conjunto « tal, que
a =A{a} yenestecaso,a* =aU{a}; =aUa = ay, obviamente, tendriamos que
acaca'.

Ahora bien, para que la sucesor fuera inyectiva, deberiamos tener que,
‘v’x,y|:x +y — x* ¢y+:|
Esto en general no ocurre. Pensemos que hubiera conjuntos b y ¢ tales, que b # c y
que b = {c} y ¢ = {b}. Pero si esto fuera asi, tendriamos que:
b*=bU<Lby =bUc=cUb=cU{c} =c"
lo que negaria la inyectividad de la sucesor.

En cambio, si tuvieramos a la mano al axioma de buena fundacion, ABF, ésta dos
propiedades si valdrian en general (ver la Tarea 1). Y por supuesto, hay casos
particulares —aparte de los naturales— en los que alguna de estas propiedades son
ciertas.

Ahora, regresando con la idea de que cada natural, salvo por el 0, lo podemos
escribir —deciamos: “descomponer’— como el sucesor del anterior, introducimos la
siguiente,

Definiciéng. Una clase I es Inductiva syss
a) 0e1/
b) Vx[xe]-» x*e]:|
Asi, una clase inductiva es una que tiene como elemento al 0 y es cerrado bajo la

funcional sucesor. Como es de esperarse:

Proposicidén;. N es una clase inductiva:
a) 0eN

b) Vx[xeN—>x+eN:|

Prueba:
a). 0 € N : Trivial.
b). Sean € N, veamos que n* € N :
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i) n* es transitivo : Pues six € n* = nU {n}, entonces tenemos dos casos; x € n 0

x = n. En ambos casos tenemos que x € ny comon < nU {n} = n*, concluimos que
x S nt.

ii) € es asimétrica sobre n* : Sean x,y € n* = nU {n}, tenemos tres casos.

Six,y € n, la € es asimétrica sobre n. Si x,y € {n}, entonces x = n = y y sabemos que
e es irreflexiva sobre n. El ultimo caso, s.p.g., escuandox € ny y € {n}, es decir

x € n =y, en este caso no puede ser que y € x, pues si lo fuera, por la transitividad
de €y la irreflexividad de €, concluiriamos que n € n.

iii) Sea b un conjunto tal, que ¥ + b < n*. Tenemos que b < n U {n} y por tanto, hay
dos casos:

n ¢ b} Aqui, @ + b < nycomon € N, b tiene €, —minimo, el cual nos sirve como
el €,- —minimo. Analogamente para el €,- —maximo.
ne b} El €,+ —maximo de b es n. Ahora, fijgmonos en 5\ {n}. Sib\ {n} = 0,

entonces b = {n} ynes el e,» —minimo. Si b\ {n} + 0, entonces b \ {n} tiene un
€, —minimo, el cual nos sirve para ser el €, —minimo de b. i

Con esto obtenemos que todo aquel conjunto que esta en /a lista es un numero
natural.

La definicion que dimos de inductivo es para clases en general pero,
¢ Hay conjuntos inductivos?
La respuesta no es nada trivial: Con los axiomas que tenemos hasta ahora:
iNo podemos probar ni refutar la existencia de conjuntos inductivos!
Asi pues, necesitamos postular dicha existencia. Ademas esto nos ayudara a
probar que la clase de los numeros naturales, N, es un conjunto.

ZF; : Axioma de Infinito :
Hay un conjunto Inductivo.

Elx|:06x& Vy(yex—»y*ex)}

Lo primero que debemos notar es que un conjunto inductivo, digamos i, tendria
que tener a “todos” los elementos de nuestra lista:

0,0+,(01),... ei

Y decimos “todos” pero, recordemos que, solamente tenemos definidos a los primeros
de ellos. Informalmente hablando, N < i para todo conjunto inductivo i. Para aterrizar
esta idea, empezamos con la siguiente,
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Definicidon;. Sea w la interseccion de todos los conjuntos inductivos. En simbolos:
o= n {i / ies inductivo}

Esta definicidn esta justificada por ZF (la interseccion de una clase no-vacia,
existe; es un conjunto). Veamos que todos los naturales pertenecen a o.

Proposicion,. Cada numero natural pertenece a todo conjunto inductivo. En
simbolos:

NCow

Prueba: La haremos por reduccion a lo absurdo. Supongamos pues, N & w. Asi, hay
conjuntos n e i tales que n € N, i es inductivoy n ¢ i. Por la proposicion;, tenemos
que n* € N. Sea

b=n*"\i= {xenJr /xséi}

puesto que n € n* \ i, tenemos que 0 = b < n*. Por tanto, b tiene un €,+ —minimo en
n*, digamos m : Asi,

i) meby

ii). Vxen+|:xe b— (mex)V(m=x) :|
O, equivalentemente,

). mentymeiY

ii’). Vxen*[xem—»xei]

(tenemos ii’) por contrapositiva y gracias a que € es tricotobmica sobre n* ).
Af;.

1. me N:Puesm e n*yn* €N, yN es transitiva.
2. 0+mc m:Puestoqued eiym ¢ i(pori’).)tenemos que m + 0.
3. m<i:Porib).
Por Af,; y Af,, tenemos que m tiene un elemento €,, —-maximo, digamos p. Asi,
(") pemy
(*™). Vx[xem—» xep)Vx=p) :|
Por Af,; tenemos que p € i y por ser inductivo, p* € i. Pero,
Af,. p* = m.
g} Por (*), p € m. Porun lado, {p} < m. Y por otro lado, yaque m € N, m es

transitivo asi, p < m. Concretando, p* = p U {p} < m.
2:| Veamos que m < p U {p}. Pero esto es inmediato de (**).

Esta ultima afirmacién contradice el hecho de que m ¢ i. Concluimos que no
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puede haber tales conjuntos n e i y por tanto N € w. i
Con esto, concluimos con el resultado mas importante de la seccion:
Corolarios.
1. N e V. (Por ZF)
N es un conjunto transitivo. (Por Prop,)
N es un conjunto inductivo. (Por Prop3;)
o < N. (Por 3y propiedades de la [ )
N = o.

© g & W N

o €s el Z—menor conjunto inductivo. (Por 5, 3 y definicion de w).
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