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Resumen

En estas notas vamos a trabajar sobre un concepto que ya tocamos
antes y vimos que solo ocurre en Clases: La Supertransitividad. Veremos
que BF es una clase tnica en cierto aspecto. Ademas, veremos que todo
aquello que hacemos en las matematicas clasicas se puede “hacer” dentro
de BF, por lo que ya nos dejaremos de preocupar si ABF es un axioma
central de la Teoria de Conjuntos o podemos prescindir de é1

OJO!"! si el lector de estas notas esta oxidado en alguno de los siguientes
temas:

(a) Principio de Minimalidad e induccién para Relacionales Bien Fun-
dadas (link).

(b) Principio General de Recursién para Relacionales Bien Fundadas
(link).

siga los links (debe tener su cuenta en la pagina del curso abierta) y
repase el tema.

1Esto no demerita en absolutamente nada el estudiar modelos de la Teoria de Conjuntos con Anti-
fundacién, y menos estando en plena formacién. Las matemaéticas se tratan de técnicas constructivas,
y la usada en contruir un modelo de lo anterior es una de las méas formativas y creativas que conozco.
Para los clavados que quieran saber un poco més, pueden darle una ojeada al libro de Aczel (Conjuntos
no bien fundados) o, mejor atn, a la tesis de Berenice Martinez Barona (El axioma de antifundacion:
un acercamiento a los conjuntos no bien fundados) que esta en TESTUNAM.
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http://sistemas.fciencias.unam.mx/~lokylog/images/stories/Notas/la_selva_de_los_conjuntos/TCII_2014_1/profesor/1.04_PM_PI_RBF.pdf
http://sistemas.fciencias.unam.mx/~lokylog/images/stories/Notas/la_selva_de_los_conjuntos/TCII_2014_1/profesor/1.05_EGR_RBF.pdf

1. BF es una clase unica...

Volvamoos a enunciar un par de definiciones.
Definicion 1. Sea C una clase.

» C es transitiva siy sélo si Vx(xe C — x<C).

» C es supertransitiva siy sélosiVy(xcC — x€eC).

Conocemos un montéon de ejemplos de conjuntos transitivos, pero nin-
guno supertransitivo. De hecho, en clases anteriores mostramos que no
los hay y, sin embargo, que BF es una clase transitiva y supertransitiva,
ademas de bien fundada por €, lo que deja abierta una cuestién ;habra
otras clases con estas propiedades? Veremos que la respuesta a esta in-
terrogante es negativa y es consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Sean A y B clases. Si
i. A es una clase transitiva bien fundada por €, y
ii. B es una clase supertransitiva,

entonces A C B.

Demostracion. Usaremos induccion para Relacionales B.F. sobre la cla-
se A. Necesitaremos una relacional con campo A, asi que sélo restringi-
remos la pertenencia a A, €4.

Demostraremos que Vx € A (x¢;, B — x€B).

Sea x € A tal que x¢;, €B.
Como B es supertransitiva, se tiene que x¢;, €B.
Como A es transitiva y x € A, entonces x¢;, = xe.
Mediante Induccién terminamos la prueba. —

Corolario 1. Sea C una clase.
* Si C es supertransitiva, entonces BF c C.
* Si C es transitiva y bien fundada por €, entonces C < BF.
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* BF esla tunica clase transitiva, supertransitiva y bien fundada por
€.

Demostracion. 1. Use la proposicién anterior con A=BF y B=C.
2. Use la proposicion anterior con B=BF y A =C.

3. Consecuencia de los anteriores.
_|

Vimos algunas otras propiedades de BF y algunas equivalencias de
ABF, pero por ahora no las mencionaremos.

2. BF emula muy bien a todas las estructuras del
universo.

Si a es un conjunto con estructura de orden (también podria ser de
grupo, anillo, etcétera), nos gustaria aprovechar la estructura de BF pa-
ra estudiarlo. En algunos casos tendriamos suerte; cuando el conjunto
ya esta en tal clase, pero esto no lo podemos asegurar.

Ya que BF es una clase, no es descabellado pensar en la existencia de
una copia de a dentro de tal clase. De ser este el caso, podriamos copiar
la estructura y ya trabajariamos dentro de BF con la copia. Ahora solo
nos resta encontrar tal copia. ..

Teorema 2 (AE). Sea a un conjunto y r S a xa (una relaciéon sobre a). Se
tiene lo siguiente:
Hay a'e B, r" e BFn(a'xa’) y f :a — a’ biyeccion tal que

Va,yea({(x,y)er — (f(x),f(y)er)
Dicho en corto: f es un isomorfismo de estructuras...

Demostracion. Sea f un ordinal biyectable con a (por TBO, tal ordinal
existe). Sea f un testigo de equipoencia entre ellos, f :a — B.
La construccion de r’ es la usual:

(r.0)er’ <= (f7n,f7®)
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Solo resta probar que r’' € BF, pero esto es consecuencia de que es
subconjunto de § x  que , como vimos en la clase anterior, esta en BF
(véanse las notas anteriores).

Claramente, la estructura ( §,r’ ) también resulta ser un bien funda-
do. —

Asi cualquier estructura relacional de la Teoria de Conjuntos puede
llevarse a una estructura isomorfa en los bien fundados.

Queda como ejercicio ver que lo mismo se puede hacer si agregamos
muchas relaciones, muchas funciones o muchas constantes. Es por esta
razon que decimos que BF es una clase “isocompleta”.

Ejemplo 3. Sea a un conjunto cualquiera y b € BF. Es facil ver que

({a},2) = ({0}, 8)
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