Teoria de Conjuntos Il

COFINALIDAD

El estudio de la exponenciacién ordinal nos lleva a analizar la forma de cémo se
comportan los ordinales en su parte terminal, dicho de manera coloquial, de “como
terminan los ordinales”. Empezaremos comparando un par de conjuntos —de
ordinales— arbitrarios, para continuar con un conjunto y un ordinal y despues veremos
la comparacién a través de funciones, terminaremos con el concepto de cofinalidad
de un ordinal.

Antes recordemos algunos conceptos y propiedades basicas:

Sia € Ventonces | Ja es el =—menor conjunto que contiene a todos los elementos
de a, en simbolos:

i) Vxea(xcJa)
ii) Vw[Vxea(wa) — Uagw:|

Lo cual nos dice que la | Ja es el supremo, con respecto a la relacional <, de 4, en
simbolos | Ja = Supc a.

Puesto que el (buen) orden, <, de los ordinales es €, o equivalentemente <,
tenemos que, si a £ OR entonces:

i) Vaea(aSUa>
i) ‘v’y[Vaea(aSy) — UaSy:|.

Una forma equivalente (contrapositiva) a ii) que usaremos muy frecuentemente es:
i) Vy[y<Ua—>EIaea(7/<a):| (*)

—que, en éste caso, no es otra cosa que una parte de la definicion de | Ja.
De ahora en adelante, sean a, b < OR.

Primeramente veamos la nocion que me permite decir que un conjunto de
ordinales termina uno junto con el otro.

Definiciéon;. a y b son Confinales syss
i) YaeadBebla<p]
ii) VBebIacalp<a]

Ejemplos:
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1. {2n / ne a)} y {2n +1/ne a)} son confinales.

2. {Nn / ne€ a)} y X, son confinales.

Proposicion;.
1. Siay b son confinales entonces | Ja = | 5.

2. La conversa de la anterior no es cierta.

3. Supongamos que tanto a y b tienen maximo o bien, ninguno tiene
maximo. Asi,
si|Ja = |Jb entonces a y b son confinales.

Prueba:

1. La condicion i) nos dice que | J b es cota superior de a y por tanto
Ja < [Jb. Andlogamente, | Jb < | Ja.

2. Como ejemplo considere, a = {w} y b = w. Tenemos que | Ja = 0 = | Jb
y sin embargo a y b no son confinales. Otro contraejemplo es
a={2n / nea)}ybzaﬁ.

3. Siambos tienen un maximo, digamos y, entonces | Ja =y = |Jby
resultan ser a y b confinales. Si ninguno tiene maximo: Sea a € «a, puesto
que a no tiene maximo, tenemos que a < | Ja, pero por hipotesis | Ja = | J b,
asi hay un y € b tal que o < . Analogamente para la otra parte. i

Nos interesa ver ahora el caso en que uno de los conjuntos de ordinales sea un
ordinal, digamos a € OR.

Proposicion,.
1. by a son confinales syss
i) bcCa
ii), VyeadpBebly<p]
2. by a* son confinales syss
i) bcat
i), aeb
3. Seaa € LIM. Asi, by a son confinales syss
i) bCa
i), Vyeadpebly<p]

Prueba: 1 y 2 son inmediatas de la definicion. Para 3, el regreso es inmediato al
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cumplir 1. (sin importar que « sea limite). Ahora, sea y € a, por ser a € LIM, tenemos
que y < y* € a, por ser confinales a y b, hay un g € b tal que y* < gy por tanto

y < B. i

La dltima ecuacidn (3.ii) nos recuerda la nocion de un conjunto acotado
superiormente, en un orden parcial. En nuestro caso estamos hablando de buenos
ordenes (ordinales) en los cuales trivialmente se tiene que todo subconconjunto esta
acotado inferiormente, asi, lo que nos intersaria es saber si un subconjunto esta o no
acotado superiormente. Por lo que de ahora en adelante:

Si{a,<) € COBOy b < a, diremos que b es Acotado en a syss
dxeaVyebly<x]
0, equivalentemente, b es NO-acotado en a syss
Vx €eadyebx<y]
0jO:
e Compare esta ecuacion con (*).
e Si a tiene maximo, todos sus subconjuntos son acotados.

Con esto y lo anterior podemos resumir.

Proposicidén;. Sea a € LIM. Son equivalentes:
a. by ason confinales.

b. i) bca
i) VyeadBfebly<p]

c. i) bcCua
ii) b es no—acotado en a.

d i) bca
i) Ub=a< =Ua>

Ahora la idea es ver cuando un conjunto termina como el otro. Esto se hara
usando una funcion y viendo si su imagen es confinal. Una idea que surge natural es,
que dicha funcién fuera monétona estricta creciente o dicho de otra manera, que se
tuviera una copia fiel (un isomorfismo) del primero en su imagen; sin embargo, por
razones técnicas nos conviene dejar funciones arbitrarias, que ocasionan cierta
anomalias o si se quiere ciertos absurdos (ver el ejemplo 4, mas adelante), todos
ellos seran superados. Estando asi las cosas, nos podemos remitir a considerar dos
ordinales en vez de dos conjuntos arbitrarios de ordinales.
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Definicién,. 8 es Cofinal en o syss
ife Pq [ /IB]y a son confinales |

a dicha funcion se le llama (un) testigo de la cofinalidad de p en a.

Observemos que si f'es un testigo de que S es cofinal en a, entonces
VyeaEI5eﬁ<y§f(5)>

Ejemplos:
1. a es cofinal en a, cqsea a.

2. Si0 es cofinal en a entonces a = 0y si 8 es cofinal en 0 entonces
B =0.

3. 1 escofinalen ™.

4. Casos patoldgicos:

e Si B > a entonces S es cofinal en a.

e [ es cofinal en a*, para todo g + 0.
Un caso particular es, o es cofinal en o*.

e o' escofinalen w+ w. Untestigopesn — w+n, paranc oy
o — 0.

o es cofinalen o + w, en w - ®, en w®, en gy.
o es cofinal en X,. Untestigoes: n — N,, paran € o.
Tanto @ como o + w son cofinales en X ..

Si B € LIM entonces f es cofinal en X3 : Sié& < f, & — N

© © N o o«

. | @ | es cofinal en « : Cualquier biyeccion entre a y | a |, es testigo de

la cofinalidad.

10. (AEN). ® NO es cofinal en w,: Pues, si f fuera testigo de la cofinalidad,

o =Jor = |Jflo] = U{f(n) / ne a)}

y por tanto, @, seria la union numerable de conjuntos contables.

Con los ejemplos vistos tenemos que dado un ordinal, hay muchos ordinales que
terminan como él, podriamos pensar entonces en tomar un representante de “todas
estas maneras de terminar” y quien mejor que el mas pequefio de todos ellos,
tenemos la siguiente,
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Definicion;. La Cofinalidad de a, cof(a), es el primer ordinal que es cofinal con a.
Formalmente:

cof : OR — OR

cofla) =N {[3 / B es cofinal en a}
Obsérvese que:

o cof(a)

N {ﬂ /Afe ﬂa(f[ﬂ] y & son confinales)}
N {ﬂ / 3fe ﬁa[VyeaEléeﬁ(ygf((S))]}

e cof(a) es cofinal en a.
e Si f es confinal en a, entonces cof(a) < p.

Proposicion,.

1. cof(a)S|a|Sa

2. cofla) =0syssa =0

3. cofla) =1syssIy (a =7y")
4. o € LIM syss cof(a) € LIM
5. Seaa € LIM. Asi,

cof(a)

N {ﬁ / Afe ﬁa[VyeaEl5eb(y<f(5)):|}
N {ﬁ /3fe’a (f[B] es no—acotada en a)}
N{p/3re "a[Ur1B1=al}

Prueba: Los incisos 1, 2 y el “regreso” de 3 son inmediatos de los ejemplos
anteriores. Para la “ida” en 3, si f'es testigo de que el 1 es cofinal en a, basta tomar

y = f(1). Para 5, no hay nada que decir, todo se sigue de lo antes visto. Veamos 4. Si
a ¢ LIM, entonces por 2 y 3 tenemos que cof(a) ¢ LIM. Ahora supongamos que

a € LIM. Puesto que a + 0, tenemos que cof(a) #+ 0. Nos falta ver que cof{(a) no es un
ordinal sucesor y esto es una consecuencia de que si * fuera cofinal en a, entonces
también lo seria B. La prueba no es dificil, solo comentaremos que si f'es un testigo
de la cofinalidad de B* en a, entonces f'|  es testigo de que S es cofinal en a (pues
/B] es confinal con a). i
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Ejemplos: 1) coflo) = o 6) Sia e LIM, cof(N,) <a
2) coflo+w) = o 7) coflo;) = w1 (AEN)
3) cof(Ny) = o
4) cof(Nopro) ©
5)  cof(Ng,) ®

Definicién,. Sea a € OR.
a es un Ordinal Regular syss cof(a) = a
a es un Ordinal Singular syss cof(a) < a

Ejemplos:
regulares singulares
0 atparaa > 1
1 0+
® No
(AEN) o Neo

Un bonito ejercicio es probar que el primer punto fijo de la funcional X es singular.

La cofinalidad no es simétrica, por ejemplo o es cofinal en 28, pero no al revés;
otro ejemplo, bajo la suposicién del AEN, es: o, es cofinal en . Tampoco es
transitiva: el 1 es cofinal en o™ y o* es cofinal en w, sin embargo el 1 no es cofinal en
. Se puede dar la transitiva en algunos casos, veamos algunos que nos ayudaran a
obtener resultados importantes para las propiedades de la cofinalidad. Antes, un poco
de,

NOTACION:
P — a syss fes testigo de la cofinalidad de a en y f'es mondtona.

B — a syss Hf[ﬁ?a}

Proposicions. Si y es cofinal en Sy f — a entonces y es cofinal en a, y por tanto

cof(a) <.
Prueba: Sea g : y — pf, testigo de la cofinalidad, y sea f'tal que p — «a. Asi, la funcion
/

composicidn fo g, es un testigo de que y es cofinal en a. T

Proposicidng. Si 6 es cofinal en a y f — a entonces ¢ es cofinal en g, y por tanto

cof(B) < o.
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Prueba: Sea g : 6 — a, testigo de la cofinalidad de 6 en a, y sea ftal que § < a.
/

Definimos,
h:ds— B
vEes, h&) =N {vep /) =g}

Observese que / esta bien definida, debido a que f[] y a son confinales.

Veamos que / es un testigo de que 6 es cofinal en § :

Sea vy € B. Asi f{vy) € a y como g[o] ¥y a son confinales, entonces hay un &, € ¢ tal
que g(&o) > flvo). Veamos que i(&p) > vo. De la definicidn de 4, se tiene que

h(&o) € P con la propiedad de que f(h(&o)) > g(&o). Ahora bien, como g(&y) > flve),
tenemos que f(h(&y)) > flvo) y debido a la monotonia de f, h(&o) > vo. i

Corolario;. Si f — a entonces cof(B) = cof(a).
Prueba: Supongamos pues que, 8 — a. Por un lado, debido a que cof() es cofinal
en f3, por la Proposicions, cof(a) < cof(f). Por otro lado, tenemos que cof(a) es
cofinal en a asi, por la Proposiciong, cof(f) < cof(a). i

Corolarios. Si a € LIM, entonces cof(N,) = cof(a).
Prueba: Pues o — N,. T

Proposicions. cof(a) < a.
Es decir, hay una f'tal que
f:cofla) — «a
i) f[cofla)]y a son confinales
ii) fes mondtona

Prueba: Si a es el cero o es un sucesor, el resultado es inmediato.
Supongamos pues que, a € LIM 'y sea ff = cof(a) (asi, B € LIM). Por definicion, hay
(al menos) una g : B — a tal que | Jg[B] = a. Definimos recursivamente,
f:B— OR
VE< B fE) = max {g&), (USIET) )
El hecho de que sea funcion se debe al esquema general de recursion para ordinales
(jverificarlo!).
Af,. f[p] < a. Es decir,f: f — «a.
Veamos que V¢ € B [f(¢) € a] y esto lo haremos por induccidn sobre g (1a. forma).
Sea pues & € 8, nuestra Hipdtesis Inductiva afirma que

V< é[flv)ea ]
veamos que f(¢) € a. Sabemos que f(¢) = max {g(&), (U/[€]) "}

Por un lado, g(¢) € a. Por otro lado, la H.l. nos dice que o es cota superior de f[£] y
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por tanto | J /] < a; pero no es el caso que | J f[£] = a, pues entonces tendriamos
que ¢ seria cofinal en a siendo que ¢ < f = cof(a); por tanto | Jf[¢] < a, finalmente
puesto que a € LIM, (|Jf[£])" < a. Con todo esto, concluimos que

max {g(&), (USIE])" ) = &) € a.

Af,. f[f] es no—acotada en a :
Sea pues v € a. Como g [f] es no—acotada en a, hay un &, € p tal que g(&o) > v.

Ahora bien, como f(&,) = max {g(&,), (Uf[é0]) "}, tenemos que f(&o) > g(o),
resumiendo, tenemos v < f(&p) con &y € B.

Af;. f'es mondtona :
Sean &, &, € peon & < & veamos que (&) < f(&2). Porun lado, tenemos que

&) = max {g(&2), (US[E1)"
por lo que (&) > (Uf[E21)" (%)

Por otro lado, puesto que &, € &,, tenemos que f(&1) € f[&2], por propiedades de la

union, £ (&1) < U161y de aqui que /(1) < (UF[621) " (x ).
Finalmente, de (x) y (x %), tenemos que f(&1) < f(&2). T

Corolario. cof(cof(a)) = cof(a).
Prueba: Inmediato de la proposicion anterior y el Corolario-. i

Proposicion;;. cof(a) € CAR U 2.
Prueba: Teniendo en cuenta Proposicidn.; y el corolario anterior:

cof(a) = cof( cof(a) ) < | cof(a) | < cof(a)
con lo que concluimos que cof(a) = | cof(a) | (e.d. es un cardinal). El resultado se
desprende ahora considerando los 3 casos posibles para a. i

Corolario;. cof(a) es un cardinal regular.

Corolario;;. a) Sia es regular entonces a € CARU 2
b) ‘v’aVK[K <a<k'*—aes singular]

La nocion  — a, nos trae a la mente la idea de sucesion convergente,
recordemos ello y veamos su relacion en particular cuando o € LIM y mas
interesante, cuando a € CAR.

Definiciéns. Sea € OR.

1. s es una Sucesion de Longitud B, de Ordinales, en breve una
p—Sucesion, syss s : § — OR.
Algunas veces usaremos la siguiente notacion:

Rafael Rojas Barbachano 8



Teoria de Conjuntos Il Cofinalidad

<74=/§<.3> o <V§ >§<ﬂ

para denotar a s, teniendo en mente que s(&) = ye.

2. Seas = <y§ /&< ﬂ> una f—sucesion. s es (Estrictamente) Creciente
syss para &, < &, < B, se tiene que y¢, < ye,.

3. SeapellM, s = <y5 /&< ,B> una f—sucesion creciente y a € OR tal,
que

a=UslBl= Ure= iuf; Ye
&<p <

Escribiremos:

limyg = limye=a
o<p P

y diremos que « es el Limite de s o que la sucesion s Converge a a.
Obérvese que en este caso, a € LIM y ademas f < a.

Con esta notacién tenemos que para o € LIM,
B — a syss hay una p—sucesion creciente convergente a «
Dicho de otra manera:

hay una —sucesion creciente <7/5 /&< ﬁ> tal, que lim y¢ = a.
&<p

¢, Como queda expresada la cofinalidad, de a, en términos de sucesiones
crecientes?
R: Es la e-menor longitud de las sucesiones crecientes, que convergen a a.

Un primer resultado, es:

Proposicidnyy. Sea o € LIM.

1. a es singular syss
Hay una sucesion creciente convergente a o de longitud menor a a.
En simbolos:

Hay una p—sucesioén creciente <y§ /&< [3> tal que lim y; = a con 8 < a.
é<p

2. a esregular syss
Toda sucesion creciente convergente a a, tiene longitud a.
En simbolos:

Si <y5 /&< [3> es una f—sucesion creciente con lim y: = a, entonces
é<p
B =a.

Proposicidons. Sea k > w.
k es la unién de cof(x) conjuntos, cada uno de cardinal menor a «.
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Prueba: Sea 1 = cof(x). Puesto que A — k, hay una A—sucesioén creciente

<yg/£j</1>talque1<= lgmf ve. Asik = Uygcon/lircy|yg|§yg<r<. i
< E<A

Proposicidns. Sea k > .
1. k es singular syss
k es la unién de menos de k conjuntos, cada uno de cardinal menor a «.

2. x esregular syss
La union de menos de k conjuntos, cada uno de cardinal menor a k es
menor a k.
Prueba: La parte 2 sale de 1. La condicién de suficiencia es inmediata de la

proposicion anterior. Veamos la necesidad; supongamos pues, que « = | J a¢ con
E<A

A <xy |ag | <k Tenemos dos casos:

Si todos los a; son acotados en k. Al tomar sus supremos, obtenemos que 1 es
cofinal con x ( V& < 2, & — Jaz ).

Supongamos ahora que, hay un &, < A tal que a¢, es no—acotado en k. Pongamos
que u = | ag, | Asi, u es cofinal en k (cualquier biyeccion de u en ag, es testigo de
ello). Teniendo pues, que u = | a¢, | < k.

En ambos casos, hay un ordinal (cardinal) menor a k que es cofinal en «. i

Proposicion;;(AE). Sea k > w.
k es la suma de cof(x) cardinales, cada uno menor a «.

Prueba: Sean 1 = cof(x) y <7/§ | E< k> una A-sucesion creciente tal, que
K = U Ye.

E<A
Pongamos, paracada & < 4, a: = y: \ |J 7v. Asi,

v<&

k= Ure= Uae= X |a]

129) 29 AE £

con |ag | <|ye| <ye<k +

Proposicidon;s(AE). Sea k > w.
1. k es singular syss
Kk es la suma de menos de k cardinales, cada uno menor a «.

2. k esregular syss
La suma de menos de « cardinales, cada uno menor a k, €s menor a k.

Prueba: Veamos 1. Si k es singular el resultado se sigue de la proposicion anterior.

Supongamos que k = »_ ks con A < k y para toda & < 4, k: < k. Sabemos que
E<A
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> ke=A+Sup k:ycomo A < k, forzosamente k =Sup «¢; finalmente usando la
E<A &<a &<a

Proposicién;s; al hecho de que k¢ < k para todo & < 4, tenemos que « es singular.

Proposicion;o(AE). Para k > o se tiene,
1. «* es regular
2. x es singular — k es limite

Prueba: 2 es inmediato de 1. Sea « > » y supongamos, con la intensién de llegar a
una contradiccidn, que «* es singular. Por la proposicion anterior tenemos:

Kt = Zrcg
E<A
con A < kyparatoda ¢ < 4, k¢ < k. Pero entonces,
K*zZKgS ZKz?L-KzK
E<A E<A

Lo cual es contradictorio y por tanto x* es regular. T

Los ejemplos que hemos dado de cardinales limites e incontables han sido de
cardinales singulares, de hecho la clase de los cardinales limites y singulares son
“confinales” con CAR (jverifiquelo!). Una pregunta natural es ¢ Hay cardinales
incontables, limites y regulares?

Supongamos que a € LIM. Asi, X, > o, N, es limite. Ahora, puesto que,

No = lim N
b !

teniendo que <Nﬁ / B < a> es una a—sucesion creciente convergente a X,. SI X,

fuera regular, por la Proposicidnis, , tendriamos que a = X,. Es decir, X, es un
punto fijo de la funcional N\ y por tanto, jmuy grande! Otra prueba de esto es:

a <N, =cof(8y) =cofla) <a

Pero ¢ Qué tan grande debe ser? ya que, como sabemos, hay muchos puntos fijos de
N que son singulares. Por lo pronto:

Definiciéns. (Hausdorff-Kuratowski)
k es un (Cardinal Débilmente) Inaccesible syss

i) k>o
ii) «eslimite,y
iii) « esregular.
Pongamos la formula conjuntista: /(k) = x es cardinal inaccesible

Rafael Rojas Barbachano 1
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Proposiciony.
e Todo inaccesible es punto fijo de la funcional .
e No todo punto fijo de la funcional X es inaccesible. i

Es imposible probar con los axiomas que tenemos hasta ahora — ZFC junto con
la suposicion de su consistencia— la existencia de cardinales con éstas caracteristicas
(Godel 1936). En simbolos:

CON(ZFC) = ZFC v 3xi(k)

Con esto se obtiene que es consistente, relativamente, el suponer que no los hay. En
simbolos:

CON(ZFC) = CON(ZFC +—3xI(k))

Lo que uno podria pensar o esperar es que el enunciado fuera un indecidible para
ZFC —por supuesto, bajo la suposicidon de la consistencia— pero probar que

CON(ZFC) = CON(ZFC +3xI(k))

0, equivalentemente
CON(ZFC) = ZFC v —3xl(k)

iEs Imposible! Esto también se prueba.

Asi, lo que tenemos es que es mas probable que no haya cardinales inaccesibles
a que si. Sin embargo el trabajar bajo la suposicion de que existen, amén del interés
tedrico, ha dado luz a problemas no resueltos el interior de la matematica.
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