El Rango de Algunos Conjuntos

Usando las formulitas y algunos teoremitas de los capitulos pasados podremos
descubrir exactamente donde se encuentran algunos conjuntos dentro de BF. De
alguna manera probaremos que "ZF es cierto en B pero por ahora lo dejaremos
intuitivamente y lo formalizaremos cuando veamos la teoria de modelos de conjuntos.
Terminaremos el capitulo encontrando el rango de algunos conjuntos famosos.

Comoa € BFsiysolosia S BFyY p(a) = sup { px)* | xea }
entonces es facil ver que:

Proposicion Sean a,b € BF entonces :

a) {aby e BFy p({a,b}) = sup{p(a)", p(b)"}.

b) JaeBFy p(Ja) = U { px) | xea } porlo
que p(Ja) < p(a).

¢) Sis C aentonces s € BF'y p(s) < p(a).

d) g(a) € BFy p(p(a)) = p(a)”.

e) (a,b) € BF'y p((a,b)) = sup{p(a)”,p(b)"}".

/) aubeBFy paUb) = sup{p(a), p(b)}.

g axbeBFy paxb) = |J { p(x)™ | xeaUb } .

h) Sif:a — bentonces fe BFYy p(f) < plaxb).

i) 9 e BFyp(axb)<p(®b)<plaxb)”.

j) Sir < axaesunbuen orden entonces r € BF.
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Tuvimos que p(| Ja) < p(a) puede darse la igualdad, por ejemplo si hacemos
a = o 0 puede darse escrita, como tomando a a como cualquier ordinal sucesor.
También podemos ver que p(“b) es p(ax b) 0 p(ax b)*. Los dos casos son
posibles, por ejemplo “w tiene rango p(w x )™ mientras que “w, tiene rango

ploXxmy).

Como en cada construccion subimos poquitos pasos entonces:

Corolario Sea o <ae€LIMya,b eR,entonces 0,{a,b},| Ja, p(a),(a,b),aUb,

w,axb,’b € R,.
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Ahora pasaremos a encontrar el rango de 0,Z,Q Ry C :

Lema a) plw)=o0
b) ploxw) =0

ﬁ@

Para constuir a Z tomamos la relacion ~ en o x @ donde (a,b) ~ (x,y)
abew } .
Cada (a,b) < o x o por lo que (a,b) € R,.; yde estaformaZ € R,.

siysolosia+y = b+xyentonces definimos Z = { (a,b)

La construccion de Q es muy parecida a la de Z, solo definimos la
relacion ~en Z x (Z — {0}) dada por (a,b) ~ (c,d) siysolosib + 0 # cy ad = bc.

yentonces Q = { (a,b) | (a,b)eZx(@Z-{0}) } .

Como todos los enteros estan en R,.; entonces todas las parejitas de
enteros estan en R,.; por lo que todos los racionales estan en R4
yasi Q € Rgy.s.

Como hay muchas construcciones de R, naturalmente el rango de los reales
depende de cada construccion. Para nosotros un real sera una parejita
(a,b) donde:

*) a,b<Q
*x) Q=aUbyanb=10
* x %) Ninguno es vacio y ninguno estodo Q
*x*x*) Sixeayyebentonces x <y
* % x * %) a no tiene maximo

Sia,b son como arriba entonces a,b estan en el mismo nivel que Q (R.s)
pues si ambos estuvieran mas abajo entonces Q también. De esta forma todas
las parejitas estan en R,.; por lo que R € R,.s.

Como cada real esta en R,.7 entonces las parejitas de reales estan en
Ry.9 porlo que C € R,.19. Pegando todo hemos probado que:



Proposicion a) plw)=o0
b) p(Z)=0+1
c) p(Q)=0+4

d pR)=0+7
e) p(O)=w+9
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Sin embargo podemos modificar estas construcciones para que estas
estructuras aprescan antes. Una de las cosas que hace que su rango cresca
es que al tomar par ordenado subimos dos niveles. Asi que ahora veremos
una definicion alternativa de par ordenado ideada por Quine la cual no nos
aumenta de nivel en los estratos transfinitos:

Definicion Definimos la funcion de Quine como:
O V-7
Q@) = { n" | neona } U a-o

Es decir Q lo que hace es sumarle uno a cada natural de a . Notemos que
0 ¢ QO(a) para cada a. Ademas:

Lema a) Q esinyectiva
b) Sia ¢ R, entonces p(Q(a)) = p(a)
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Con esto podemos dar la nueva definicion de par ordenado:
Proposicion Definimos el par de Quine o par plano de a'y b como:

(@b), = { 0w | xea } U { Q0)U{0} | yeb }

Notemosque a = { x | O) € (a,b),, } mientras que

b =<y | 0»)U{0}e(ab), } porloque ladefinicion de Quine cumple lo

gue debe cumplir cualquier definicion decente de par ordenado:

Corolario Si (a,b)Q = (c,d)Q entonces a=cyb=d
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La razon del por que estamos viendo esto es lo siguiente:

Proposicion a) Sia,b € R, con a > o entonces (a,b), € Rq
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Sabemos que p(w) = o y este ya no lo podemos mejorar, pues o es infinito.
Ahora para la construccion de Z en ves de tomar clases de equivalencia
podriamos tomar un representante de cada uno, por ejemplo definir:

7 =4 @0) | acow } U <L (0b) | beo } yasip(Z)=o0

(yaque Z' < o x o). Para los racionales hacemos lo mismo, pero usando el
par de Quine (notemos que para Z no nos ayuda el par de plano) y definir

b) Siw < p(a) oo < p(b) entonces p((a,b),) = sup{p(a),p(b)}

Q" = { (@b), | ab<1'ysonprimosrelativos } .Todos los elementos

de 7' estan en R, de modo que sus pares de Quine estan también en R,, y
asi p(Q") = . La definicion de R’ es la misma que la de R pero usando

el par de Quine. Todos los subconjuntos de Q' estan en R,,.; por lo que

las parejitas que necesitamos también y asi p(R') = o + 1. Observemos
gue esto es optimo pues por tamafio es imposible que p(x) = o con

x no numerable. Naturalmente C' sera todos los pares de Quine de R’

por lo que p(C') = @ + 1. Resumiendo:

Proposicion a) plo)=o0
b) pZ) =0
) p(@)=0

d) pR") =w+1
e) p(C)=0+1
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Ahora hablemos un poco sobre la Hipotesis del Continuo (esto me lo
dijo Jose Alfredo).

¢En que estrato se decide la Hipotesis del Continuo? sabemos que HC es
equivalente a que existaf : R — o; inyectiva. Cada par (r,a) conr € Ry
a € o, aparece en R, y como f[R] es no acotado entonces f < R, de manera
que f € R,,. De esta forma para saber si HC es verdadera o no "solo"
tendriamos que revisar a todo R,, para ver si ahi hay una funcién inyectiva



de los reales a ;. De haberla seria verdadera y en caso contrario seria
falsa.

Sin embargo no es necesario irnos tan arriba para conocer la verdad de
HCM

Dado que |R,.1| = 2% entonces hay a € R,.» que tiene tamario N, de esta
manera la hipotesis del continuo es equivalente a que hay una biyeccion entre
¢ (®) y a. Todo subconjunto de o y todo elemento de a estan en R,.; ahora en
ves de coinsiderar funciones normales, coinsideraremos "funciones de Quine"
gue son lo mismo que las funciones pero usando pares planos en ves de pares
ordenados normales.

Como todo par plano con la primera entrada en @ () y la segunda en a esta
en R,.; entonces toda funcion de Quine de g (w) a a esta en R,.,. De esta forma
no es necesario revisar a todo R,, + 1 para conocer la Hipotesis del Continuo si no
a R,.». (Fue una gran mejora no?)



